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Résumé :
Nous définissons et axiomatisons les choix prudents pour
deux critères. Soient deux critères. Les alternatives choi-
sies par la procédure des choix prudents sont celles qui
maximisent une composition des deux critères. Cette
composition est telle que 1) elle contient le premier cri-
tère et un sous-ensemble du second, et 2) la nouvelle re-
lation binaire n’est pas cyclique et ne peut pas être élar-
gie par des préférences du second critère sans devenir cy-
clique. Nous faisons également le lien entre les choix pru-
dents, les choix rationnels au sens classique, les choix sé-
quentiellement rationnels ([11]) et les choix rationnels par
composition lexicographique des relations de base ([15]).

Mots-clés : Choix prudents, rationalité, axiomatisation.

Abstract:
We define and axiomatize prudent choices for two criteria.
Given two criteria, the alternatives chosen by the prudent
choice procedure are the ones maximizing some compo-
sition of the criteria. This composition is such that 1) it
contains the first criterion and a part of the second one,
and 2) the new binary relation is not cyclic and cannot
be enlarged with preferences of the second criterion wi-
thout becoming cyclic. We also make the link between
prudent choices, classical rational choices, sequentially
rational choices ([11]) and lexicographic binary choice ra-
tional choices ([15]).

Keywords: Prudent choices, rationality, axiomatization.

1 Introduction

Des progrès importants ont été faits récemment
dans l’analyse de la décision multi-critères.
Pour résumer et discuter certains de ces progrès,
considérons la situation suivante. Une société
doit prendre une décision entre les trois alter-
natives a, b et c. Pour le premier critère, disons
l’efficacité, a est meilleure que b. Pour le second
critère, disons l’équité, b est meilleure que c, c
est meilleure que a et b est meilleure que a. Les
procédures suivantes ont été proposées par les
théoriciens du choix pour choisir entre a, b et c.

La première procédure a été introduite par [1]
et [2], et plus récemment étudiée par [5], [11],
[12] et [15]. Cette procédure est mise en œuvre
comme suit. Dans un premier temps, la société
fait un choix et présélectionne un sous ensemble

des alternatives en maximisant le premier cri-
tère. Dans notre cas, quand le choix est entre a,
b et c, l’alternative b est éliminée et ainsi, a et
c sont préselectionnées. Ensuite, la société fait
son choix entre les alternatives préselectionnées
en maximisant le second critère. Dans notre cas,
entre a et c, c est choisie finalement. Cette pro-
cédure de composition des deux critères est sé-
duisante parce qu’elle mène à faire des choix
non-vides sous des hypothèses très faibles. Ce-
pendant, il a été prouvé qu’elle mène très sou-
vent à faire des choix qui ne satisfont pas les
axiomes basiques de cohérence.

La seconde procédure proposée pour faire des
choix dans le même cadre a été introduite
par [15]. D’après cette procédure, la société
construit une relation binaire comme suit : pour
tout couple d’alternatives x et y, x est préférée
à y si et seulement si [x est préférée à y pour le
premier critère] ou [y n’est pas préférée à x pour
le premier critère et x est préférée à y pour le
second critère]. Ensuite, la société prend sa dé-
cision en maximisant cette nouvelle relation bi-
naire de préférences. Dans l’exemple donné plus
haut, la composition des critères d’efficacité et
d’équité donne les préférences suivantes : a est
préférée a b, b est préférée à c et c est préférée
à a. Dans ce cas, la société ne peut pas choisir
entre a, b et c. La raison pour cette incapacité est
la suivante : cette procédure, par définition, em-
pêche la société de faire face à des préférences
présentant des cycles de taille deux. Cependant,
il est possible, comme il est montré dans notre
exemple, qu’il existe des cycles de préférences
de taille au moins 3. La procédure que nous pro-
poserons ne présente pas une telle possibilité.
Ainsi, même si cette seconde procédure est at-
tirante pour ses propriétés de cohérence, elle ne
satisfait que difficilement à l’obligation de pou-
voir faire des choix.1

Dans cet article, nous proposons une troisème
procédure. Elle est mise en œuvre comme suit.

1Pour une étude plus approfondie des propriétés des

deux premières procèdures, voir [5] et [6].



La société construit une nouvelle relation bi-
naire de préférences en prenant en compte le
premier critère d’abord. Ensuite, elle élargit
cette nouvelle relation binaire de préférences
en ajoutant autant d’éléments du second critère
que possible sous la contrainte que les préfé-
rences construites soient acyclique dans l’en-
semble des alternatives entre lesquelles doit
choisir la société. Evidemment, la relation de
préférences composée ainsi construite peut ne
pas être unique et ainsi, nous définissons le
choix final comme l’ensemble des alternatives
qui maximise au moins une des relations de pré-
férences construites précédemment. Ainsi, dans
notre exemple, la société considère comme ac-
quis que a est préférée à b. Le fait que b est
préférée à a par le second critère ne peut pas
être pris en compte sinon les préférences se-
raient cycliques. Pour la même raison, les faits
que b est préférée à c ET que c est préférée à
a par le second critère ne peuvent pas être pris
en compte simultanément sinon les préférences
seraient aussi cycliques. Cependant le fait que
b est préférée à c peut être pris en compte seul.
Similairement, le fait que c est préférée à a peut
être pris en compte seul. Ainsi, les relations de
préférences composées sont : (a préférée à b et
b préférée à c) et (c préférée à a et a préférée
à b). Ainsi, le choix entre a, b et c est le sous-
ensemble des alternatives a et c. L’intuition est
la suivante. Quand le second critère est consi-
déré, i.e. quand il existe un risque que les préfé-
rences soient en contradictions avec le premier
critère, alors, seulement un sous-ensemble des
préférences du second critère est considéré. Ce-
pendant, ce sous-ensemble doit être aussi large
que possible sous la contrainte que les préfé-
rences construites ne soient pas cycliques.

Nous appelons cette procédure "choix prudents"
parce qu’elle est liée aux ordres prudents in-
troduits dans [3] et étudiés plus récemment par
[7], [9] et [10].2 Intuitivement, dans un cadre de
choix social avec des individus munis d’ordres
linéaires, un ordre prudent est un ordre linéaire
tel que l’opposition la plus forte contre lui est
minimal. Ainsi, un ordre prudent peut être vu
comme un ordre linéaire obtenu en composant
plusieurs critères comme suit : d’abord, consi-
dérons la comparaison binaire avec l’accord le
plus grand. Notons P1 cette relation binaire. En-
suite, considérons la comparaison binaire avec
le second accord le plus important, P2. Si P1∪P2

2Voir aussi [8] pour un lien avec les "Ranked Pair

Rules" qui ont la propriété remarquable d’être indépen-

dantes des clones, [16], [17].

est cyclique, alors les ordres prudents sont les
extensions linéaires de P1. Sinon, continuons
la procédure avec P3, la comparaison binaire
avec le troisième accord le plus important. Si
P1 ∪ P2 ∪ P3 est cyclique, alors les ordres pru-
dents sont les extensions linéaires de P1 ∪ P2.
Sinon, continuons la procédure avec P4 et ainsi
de suite. Contrairement à ces études menées
dans un cadre de choix social, nous ne considé-
rons que deux critères. Cependant, comme dans
les études en théorie du choix rationnel, nous
considérons les choix dans les sous-ensembles
d’alternatives. Ainsi, la longueur de la procé-
dure décrite ci-dessus dépend de l’ensemble de
choix. Dans la mesure de nos connaissances,
aucune axiomatisation a jamais été donnée de
choix faits à partir de telles relations binaires
prudentes ou par une règle de composition de
plusieurs critères reliée à une composition pru-
dente.

La suite de cette article est structurée comme
suit. Dans la Section 2, nous introduisons les
notations. Dans la Section 3, nous donnons une
axiomatisation des choix prudents. Dans la Sec-
tion 4, nous comparons les trois procédures don-
nées dans cette introduction. Enfin, dans la Sec-
tion 5, nous comparons notre procédure à la ra-
tionalité des choix au sens classique.

2 Notations

Soit X un ensemble fini d’alternatives avec au
moins deux éléments. SoitX l’ensemble de tous
les sous-ensembles de X de taille au moins
deux. Une correspondance de choix sur X est
une fonction C : X → 2X \ ∅ telle que ∀S ∈
X , C(S) ⊆ S.3 Soit C(X) l’ensemble de toutes
les correspondances de choix sur X .

Soit C ∈ C(X). Pour tout sous-ensemble d’al-
ternatives S ∈ X , nous définissons la rela-
tion de domination bipartite (TD(S,C)) comme
suit : soient R, T ⊆ S tels que R ∩ T = ∅ et
R ∪ T = S. (R, T ) ∈ TD(S,C) si et seule-
ment si R et T sont non-vides et ∀r ∈ R,∀t ∈
T, r ∈ C({r, t}). Ainsi,R domine bipartitement
T dans S pour C si et seulement si {R,T} est
une partition de S (avecR (= ∅ et T (= ∅) et pour
le choix entre tout élément de R et tout élément
de T , l’élément de R est toujours choisi.

3Notons que, par définition, un choix est non-vide. De

plus, par simplicité, nous ne considérons pas les choix de-

puis des singletons.



Soit P ⊆ X × X une relation binaire sur X .
Nous disons que P est asymétrique si et seule-
ment si ∀a, b ∈ X , (a, b) ∈ P implique (b, a) /∈
P . Soit S ∈ X . Nous disons que P est acyclique
sur S si et seulement s’il n’existe pas d’entier
naturel n ≥ 2 et pas de a1, ..., an ∈ S tels que
∀i ∈ {1, ..., n − 1}, (ai, ai+1) ∈ P et (an, a1) ∈
P .4 Une relation de préférences est une relation
binaire asymétrique. Soit P |S la restriction de
P sur S, i.e P |S= {(a, b) ∈ P/a, b ∈ S}.

Soient P1 et P2 deux relations de préférences sur
X . Nous définissons Q(P1, P2) par ∀a, b ∈ X ,
(a, b) ∈ Q(P1, P2) si et seulement si (a, b) ∈ P1
ou [(b, a) /∈ P1 et (a, b) ∈ P2].

Soit (P1, P2) un couple ordonné de relations de
préférences sur X telles que P1 est acyclique.
Soit S ∈ X . Nous disons que P ⊆ S × S est
une composition prudente de P1 et P2 sur S si et
seulement si
– P = P1 |S

⋃
Q avec Q ⊆ P2 |S ,

– P is acyclique et,
– ∀Q′ tel que Q ⊂ Q′ ⊆ P2 |S , P1 |S

⋃
Q′ est

cyclique sur S.
Ainsi, une composition prudente de P1 et P2 sur
S est une relation de préférences comprenant P1
et autant d’éléments de P2 que possible sous la
contrainte que la composition prudente est acy-

clique. Par ̂(P1, P2)(S), nous notons l’ensemble
de toutes les compositions prudentes de P1 et P2

sur S. Notons que par définition, ̂(P1, P2)(S) est
non-vide quand il est bien défini, i.e. quand P1

est acyclique sur S.5 Notons également que par

définition, ∀P ∈ ̂(P1, P2)(S), P ⊆ Q(P1, P2).

Soit P ⊆ X×X une relation de préférences sur
X . Par CP nous définissons

∀S ∈ X , CP (S) = {a ∈ S,∀b ∈ S, (b, a) /∈ P}.

Si CP ∈ C(X), nous disons que P ratio-
nalise la correspondance de choix CP . Soient
P1, P2 ⊆ X × X deux relations de préférences
sur X . Nous définissons C(P1,P2) comme ∀S ∈

X , C(P1,P2)(S) = {a ∈ S,∃P ∈ ̂(P1, P2)(S),
∀b ∈ S, (b, a) /∈ P}. Si C(P1,P2) ∈ C(X), nous
disons que (P1, P2) rationalise prudemment C.

4Notons que par définition, l’acyclicité implique l’asy-

métrie et l’asymétrie implique l’irréflexivité. De plus,

quand nous dirons qu’une relation binaire est acyclique,

nous signifierons qu’elle est acyclique sur X .
5Evidemment, si ̂(P1, P2)(S) = {∅}, nous avons bien

̂(P1, P2)(S) (= ∅.

Pour illustrer les notations et définitions don-
nées jusqu’ici, formalisons l’exemple donné
dans l’introduction. Soit X = {a, b, c}. Soient
P1 = {(a, b)} et P2 = {(b, a), (b, c), (c, a)}.

Evidemment, nous avons ̂(P1, P2)({a, b}) =

{{(a, b)}}, ̂(P1, P2)({b, c}) = {{(b, c)}},
̂(P1, P2)({a, c}) = {{(c, a)}} et ̂(P1, P2)(X) =
{{(a, b), (b, c)}, {(a, b), (c, a)}}. Ainsi, la cor-
respondance de choix C(P1,P2) ∈ C(X) pru-
demmment rationalisée par (P1, P2) existe
et est telle que C(P1,P2)({a, b}) = {a},
C(P1,P2)({b, c}) = {b}, C(P1,P2)({a, c}) = {c}
et C(P1,P2)(X) = {a, c}.

3 Axiomatisation

Pour simplifier la compréhension de la suite de
cet article, nous caractérisons les choix prudents
issus d’un couple ordonné de relations de préfé-
rences (P1, P2) grâce à une condition simple.

Lemme 1 Soient P1, P2 deux relations de pré-
férences surX avec P1 acyclique. Soient S ∈ X
et a ∈ S. a ∈ C(P1,P2)(S) si et seulement si :
– ∀b ∈ S, (b, a) /∈ P1 et,
– ∀b ∈ S tel que (b, a) ∈ P2, ∃n ∈ N \
{1},∃a1, ..., an ∈ S tels que ∀k ∈ {1, ..., n −
1}, (ak, ak+1) ∈ Q(P1, P2), a1 = a et an = b.

Démo. Seulement Si : Faisons l’hypothèse que
∃b ∈ S, (b, a) ∈ P1. Par définition d’une com-

position prudente, ∀P ∈ ̂(P1, P2)(S), (b, a) ∈
P . Ainsi, a /∈ C(P1,P2)(S).

Maintenant, faisons l’hypothèse que a ∈
C(P1,P2)(S), ∀c ∈ S, (c, a) /∈ P1 et ∃b ∈
S, (b, a) ∈ P2 et ∀n ∈ N \ {1}, "a1, ..., an ∈
S tels que ∀k ∈ {1, ...n − 1}, (ak, ak+1) ∈
Q(P1, P2), a1 = a et an = b. Comme, par
hypothèse, a ∈ C(P1,P2)(S), par définition de

C(P1,P2), ∃P ∈ ̂(P1, P2)(S), (b, a) /∈ P . Par
hypothèse, (b, a) /∈ P1, (b, a) ∈ P2. De plus,
(a, b) /∈ Q(P1, P2). Ainsi, (b, a) ∈ Q(P1, P2).
Considérons P

⋃
(b, a). Par définition d’une

composition prudente, comme P ∈ ̂(P1, P2)(S)
et (b, a) ∈ P2, P

⋃
(b, a) est cyclique sur S. De

plus, P ⊂ P
⋃

(b, a) ⊆ Q(P1, P2) |S . Ainsi,
la cyclicité de P

⋃
(b, a) et l’acyclicité de P sur

S impliquent ∃K ∈ N \ {1},∃a1, ..., aK ∈ S
tels que ∀k ∈ {1, ..., K − 1}, (ak, ak+1) ∈
Q(P1, P2), a1 = a et aK = b. D’où une contra-
diction avec les hypothèses.



Si : Soient S ∈ X et a ∈ S tels que "b ∈
S, (b, a) ∈ P1 et, [∀b ∈ S tel que (b, a) ∈
P2, ∃n ∈ N \ {1},∃a1, ..., an ∈ S tels que
∀k ∈ {1, ..., n − 1}, (ak, ak+1) ∈ Q(P1, P2),
a1 = a et an = b]. Montrons qu’il existe

P ∈ ̂(P1, P2)(S) tel que ∀b ∈ S, (b, a) /∈ P .
Soit B = {b ∈ S, (b, a) ∈ P2}. Définissons
P 0 = Q(P1, P2) |S \

⋃
b∈B(b, a). Si P 0 is

acyclique, alors, par définition d’une composi-

tion prudente, P 0 ∈ ̂(P1, P2)(S) et la preuve
est faite. Sinon, par hypothèse, P1 |S est acy-
clique, d’où il existe P1 ⊆ P ⊆ P 0 tel que

P ∈ ̂(P1, P2)(S) et la preuve est faite puisque
∀b ∈ B, (b, a) /∈ P 0 et ainsi ∀b ∈ S, (b, a) /∈
P .!

Comme premier résultat, notons que pour tout
couple P1 et P2 de relations de préférences sur
X telles que P1 est acyclique, la paire ordon-
née (P1, P2) rationalise prudemment une corr-
respondance de choix. Ainsi, ce résultat donne
les faibles conditions sous lesquelles une paire
ordonnée de deux relations de préférences ra-
tionalise prudemment une correspondance de
choix. La démonstration est triviale suivant la

définition de ̂(P1, P2)(S) qui implique que l’en-

semble ̂(P1, P2)(S) est non-vide et contient tou-
jours des relations de préférences acycliques si
et seulement s’il est bien défini, c’est-à-dire si
P1 est acyclique.

Proposition 1 Soient P1 et P2 deux relations de
préférences surX . Il existe une correspondance
de choix rationalisée prudemment par (P1, P2)
si et seulement si P1 est acyclique.

Le but de la suite de cette Section est de donner
les conditions que doit satisfaire une correspon-
dance de choix pour être prudemment rationali-
sée.

Le premier axiome est un axiome usuel en théo-
rie du choix et est donné dans [14] par exemple.
Il impose que si une alternative est choisie dans
différents ensembles d’alternatives, elle doit être
choisie dans l’union de ces ensembles.

Axiome 1 (γ) Soit C ∈ C(X). La correspon-
dance de choix C satisfait γ si et seulement si
∀n ∈ N et ∀S1, ..., Sn ∈ X ,

a ∈
⋂

i∈{1,...,n} C(Si) implique a ∈
C(

⋃
i∈{1,...,n} Si).

Le second axiome est une version faible de la
condition de cohérence α dite de Chernoff. Don-
nons une interprétation. Faisons l’hypothèse que
l’ensemble d’alternatives S peut être divisé en
deux sous-ensembles distincts, T et R tels que
R domine bipartitement T , i.e. tout élémént de
R est choisi quand il n’est considéré dans un en-
semble qu’avec un élément de T . Maintenant,
considérons qu’il existe un élément a de T qui
n’est pas choisi quand il n’est considéré qu’avec
l’élément b de R. Alors, a est dominé par b, non
seulement parce qu’il n’est pas choisi dans l’en-
semble de choix {a, b}, mais aussi parce que a
est un élément de T , dominé bipartitement par
R, dont b est un élément. Dans ce cas de do-
mination double, l’axiome α Faible impose que
que a ne soit pas choisi dans S.

Axiome 2 (α Faible) Soit C ∈ C(X). La cor-
respondance de choix C satisfait α Faible si et
seulement si ∀S ∈ X et ∀a ∈ S,

si ∃(R, T ) ∈ TD(S,C) tel que a ∈ T et ∃b ∈
R, a /∈ C({a, b}), alors a /∈ C(S).

Notons que l’axiome α Faible est plus faible que
l’axiome α usuel. En fait, il est aussi plus faible
que l’axiome α2 qui lui-même est une version
faible de l’axiome α, voir [13].6 En effet, si
l’axiome α2 est posé, a /∈ C(S) est une consé-
quence de ∃b ∈ S, a /∈ C({a, b}) seulement
et la condition de domination bipartite n’est pas
nécessaire.

Montrons grâce à un exemple que l’axiome
α Faible est strictement plus faible que les
axiomes α et α2. Soient X = {a, b, c} et C ∈
C(X) définie par C({a, b}) = {a}, C({a, c}) =
{c}, C({b, c}) = {b} et C(X) = {c}. On
peut voir que C ne satisfait pas α2 puisque
C({b, c}) = {b} devrait impliquer c /∈ C(X).
Comme l’axiome α est plus fort que l’axiome
α2, il est évident que l’axiome α n’est pas sa-
tisfait par C. Cependant, C satisfait α Faible
puisque même si C({b, c}) = {b}, nous avons
TD(X,C) = ∅ et donc l’axiome α Faible est
trivialement satisfait. Notons que C est ratio-
nalisée prudemment par (P1, P2) avec P1 =
{(a, b), (c, a)} et P2 = {(b, c)}.

6Avec nos notations, l’axiome α peut être écrit comme
suit : La correspondance de choix C satisfait α si et seule-
ment si ∀S, T ∈ X tels que T ⊆ S et ∀a ∈ T , si
a /∈ C(T ), alors a /∈ C(S). L’axiome α2 peut être
écrit comme suit : La correspondance de choix C sa-

tisfait α2 si et seulement si ∀S ∈ X et ∀a ∈ S, si
∃b ∈ S \ {a}, a /∈ C({a, b}), alors a /∈ C(S).



Le troisième axiome peut être interprété comme
suit. Faisons l’hypothèse qu’il n’existe pas de
domination bipartite dans S pour C. Alors, par
définition, il n’y a pas de sous-ensemble d’alter-
natives "légitime" qui pourrait être désigné dans
un sens très faible. Maintenant, faisons l’hypo-
thèse que, pour l’alternative b, nous avons la si-
tuation suivante : pour toute a dans S, si seule-
ment a est choisie quand le choix porte entre
a et b, alors on peut trouver un ensemble de
choix comprenant a et b et tel que b est parmi
les alternatives choisies. Ainsi, dans un sens,
la domination des éléments de S sur b est soit
non-existante soit dépendante de l’ensemble de
choix. Dans ce cas, d’après l’axiome de Non
Domination Bipartite, l’alternative b devrait être
choisie parmi les éléments de S puisqu’elle est
au plus dominée dans un sens dépendant de l’en-
semble de choix.

Axiome 3 (Non Domination Bipartite, NDB)
Soit C ∈ C(X). La correspondance de choix
C satisfait NDB si et seulement si ∀S ∈ X et
∀b ∈ S,

si (i) TD(S,C) = ∅ et (ii) ∀a ∈ S \
{b}, [C({a, b}) = {a} ⇒ ∃S ′ ∈ X , a ∈ S ′

et b ∈ C(S ′)],

alors b ∈ C(S).

L’intuition soutenant l’axiome NDB est la sui-
vante. Dans la théorie du choix rationnel tradi-
tionnelle, TD(S,C) vide implique, puisqu’elle
implique que chacune des alternatives de S est
dominée et domine une autre alternative de S
dans la relation binaire de base, un choix vide
dans S. NDB impose que dans une telle situa-
tion, une domination qui dépend de l’ensemble
de choix devrait être considérée comme plus
faible qu’une domination qui ne dépendrait pas
de l’ensemble de choix et seulement les alter-
natives qui sont dominées au sens d’une domi-
nation qui dépend de l’ensemble de choix de-
vraient être choisies.

La proposition 2 montre qu’une correspondance
de choix peut être rationalisée prudemment si et
seulement si elle satisfait γ, α Faible et NDB.

Proposition 2 Soit C in C(X). La correspon-
dance de choix C satisfait γ, α Faible et NDB si
et seulement si elle est prudemment rationalisée
par une paire ordonnée de relations de préfé-
rences (P1, P2) avec P1 acyclique.

Démo. Seulement Si : Soit C ∈ C(X) satisfai-
sant γ, α Faible et NDB. Définissons P1 comme
suit : ∀a, b ∈ X tels que a (= b, (a, b) ∈ P1
si et seulement C({a, b}) = {a} et ∀S ∈ X ,
a ∈ S ⇒ b /∈ C(S). Définissons P2 comme
suit : ∀a, b ∈ X tels que a (= b, (a, b) ∈ P2 si et
seulement siC({a, b}) = {a} et ∃S ∈ X , a ∈ S
et b ∈ C(S). Par définition, P1 et P2 sont asym-
mériques. De plus, P1 is acyclique. En effet, si
P1 avait un cycle, nous aurions ∃n ∈ N \ {1},
∃a1, ..., an ∈ X tels que ∀k ∈ {1, ..., n − 1},
(ak, ak+1) ∈ P1 et (an, a1) ∈ P1. Alors, par dé-
finition, nous aurionsC({a1, ..., an}) = ∅ ce qui
serait en constradiction avec le fait que C est
une correspondance de choix.

Montrons que C est prudemment rationalisée
par (P1, P2). Soient S ∈ X et a ∈ S. En uti-
lisant le Lemme 1, nous allons montrer que :
1) si ∃b ∈ S, (b, a) ∈ P1, alors a /∈ C(S),
2) si ∀b ∈ S, (b, a) /∈ P1 et, ∀b ∈ S tel que
(b, a) ∈ P2, ∃n ∈ N \ {1},∃a1, ..., an ∈ S tels
que ∀k ∈ {1, ..., n−1}, (ak, ak+1) ∈ Q(P1, P2),
a1 = a et an = b, alors a ∈ C(S), 3) if ∀d ∈
S, (d, a) /∈ P1 et, ∃b ∈ S tel que (b, a) ∈ P2
et ∀n ∈ N \ {1}, "a1, ..., an ∈ S tels que
∀k ∈ {1, ..., n − 1}, (ak, ak+1) ∈ Q(P1, P2),
a1 = a et an = b, alors, a /∈ C(S).

1) Faisons l’hypothèse que ∃b ∈ S, (b, a) ∈ P1.
Par définition de P1, a /∈ C(S).

2) Faisons l’hypothèse que ∀b ∈ S, (b, a) /∈ P1
et, ∀b ∈ S tel que (b, a) ∈ P2, ∃n ∈ N \
{1},∃a1, ..., an ∈ S tels que ∀k ∈ {1, ..., n−1},
(ak, ak+1) ∈ Q(P1, P2), a1 = a et an = b.
Définissons B = {b ∈ S, (b, a) ∈ P2}. Si
B = ∅, alors, par définition de P1 et P2, ∀b ∈
S, a ∈ C({a, b}) et par γ, a ∈ C(S). Soit
B (= ∅. Soit b ∈ B. Par hypothèse, ∃n ∈ N \
{1},∃a1, ..., an ∈ S tels que ∀k ∈ {1, ..., n−1},
(ak, ak+1) ∈ Q(P1, P2), a1 = a et an = b. Soit
Bb = {a1, ..., an}. Comme ∀k ∈ {1, ..., n − 1},
(ak, ak+1) ∈ Q(P1, P2) et (b, a) ∈ Q(P1, P2),
i.e. {ak} = C({ak, ak+1}) et {b} = C({a, b}),
TD(Bb, C) = ∅. De plus, ∀c ∈ Bb \ {a},
(c, a) /∈ P1. Alors, ∃S ′ ∈ X , b ∈ S ′, a ∈
C(S ′). Alors, par NDB, a ∈ C(Bb). Ainsi, a ∈⋂

b∈B C(Bb). D’où, par γ, a ∈ C(
⋃

b∈B Bb).
Si

⋃
b∈B Bb = S, a ∈ C(S). Sinon, par hy-

pothèse, ∀c ∈ S \
⋃

b∈B Bb, (c, a) /∈ P1

⋃
P2.

D’où, par définition, a ∈ C({a, c}). D’où, a ∈
C(

⋃
b∈B Bb)

⋂
c∈S\

b∈B
Bb

C({a, c}). D’où, par

γ, a ∈ C(S).



3) Faisons l’hypothèse que ∀d ∈ S, (d, a) /∈
P1 et, ∃b ∈ S tel que (b, a) ∈ P2 et ∀n ∈
N \ {1}, "a1, ..., an ∈ S tels que ∀k ∈
{1, ..., n − 1}, (ak, ak+1) ∈ Q(P1, P2), a1 = a
et an = b. Définissons IDa = {c ∈ S,∃K ∈
N \ {1},∃a1, ...aK ∈ S,∀k ∈ {1, ..., K −
1}(ak, ak+1) ∈ Q(P1, P2), a1 = a, aK = c}.
Alors, IDa est l’ensemble des éléments de S di-
rectement ou indirectement dominés par a. Par
hypothèse, b /∈ IDa. Soit B = S \ (IDa

⋃
{a}).

Evidemment b ∈ B. De plus, ∀c ∈ IDa

⋃
{a},

∀d ∈ B, (c, d) /∈ Q(P1, P2) (sinon, évidem-
ment, d ∈ IDa ce qui mène à une contradic-
tion). Alors, ∀c ∈ IDa

⋃
{a}, ∀d ∈ B, d ∈

C({c, d}). Alors, (B, IDa

⋃
{a}) ∈ TD(S,C).

De plus, par hypothèse, a /∈ C({a, b}) avec
a ∈ IDa

⋃
{a} et b ∈ B. D’où, par α Faible,

a /∈ C(S).

Si : Soient P1 et P2 deux relations de préfé-
rences surX avec P1 acyclique. Soit C ∈ C(X)
une correspondance de choix prudemment ratio-
nalisée par la paire ordonnée (P1, P2).

1) Montrons que C satisfait γ. Soient
S1, ..., Sn ∈ X . Soit a ∈

⋂
i∈{1,...,n} C(Si). Par

le Lemme 1, ∀i ∈ {1, ..., n},∀b ∈ Si, (b, a) /∈
P1. D’où, ∀b ∈

⋃
i∈{1,...,n} Si, (b, a) /∈ P1. Par

le Lemme 1, ∀i ∈ {1, ..., n}, ∀b ∈ Si tel que
(b, a) ∈ P2, ∃mi ∈ N \ {1},∃a1, ..., ami

∈ Si

tels que ∀k ∈ {1, ...,mi − 1}, (ak, ak+1) ∈
Q(P1, P2), a1 = a et ami

= b. D’où,
∀b ∈

⋃
i∈{1,...,n} Si tel que (b, a) ∈ P2, ∃m ∈

N \ {1},∃a1, ..., am ∈
⋃

i∈{1,...,n} Si tels que

∀k ∈ {1, ...,m − 1}, (ak, ak+1) ∈ Q(P1, P2),
a1 = a et am = b. D’où, par le Lemme 1,
a ∈

⋃
i∈{1,...,n} C(Si).

2) Montrons que C satisfait α Faible. Soit S ∈
X et a ∈ S. Soit (R, T ) ∈ TD(S,C) tel
que a ∈ T et [∃d ∈ R, a /∈ C({a, d})]. Par
définition de TD(S,C), ∀b ∈ R,∀c ∈ T ,
b ∈ C({b, c}), ce qui implique que (c, b) /∈
Q(P1, P2). Par définition de Q(P1, P2) et de la
rationalité prudente, a /∈ C({a, d}) implique
(d, a) ∈ Q(P1, P2), ou de manière équivalente,
1) (d, a) ∈ P1, ou 2) (a, d), (d, a) /∈ P1 et
(d, a) ∈ P2. Dans le cas 1), par le Lemme 1, a /∈
C(S). Dans le cas 2), comme ∀b ∈ R,∀c ∈ T ,
(c, b) /∈ Q(P1, P2), nous avons ∀n ∈ N \ {1},
"a1, ..., an ∈ S tels que ∀k ∈ {1, ..., n − 1},
(ak, ak+1) ∈ Q(P1, P2), a1 = a et an = d. D’où,
par le Lemme 1, a /∈ C(S).

3) Montrons queC satisfait NDB. Soient S ∈ X
et b ∈ S. Faisons l’hypothèse que TD(S,C) =
∅ et ∀a ∈ S, C({a, b}) = {a} ⇒ ∃S ′ ∈ X tel
que a, b ∈ S ′ et b ∈ C(S ′). Soit a ∈ S. Par le
Lemme 1, si C({a, b}) = {a} et ∃S ′ ∈ X tel
que a, b ∈ S ′ et b ∈ C(S ′), alors (a, b), (b, a) /∈
P1 et (a, b) ∈ P2. De plus, par définition de
la rationalité prudente, si b ∈ C({a, b}), alors,
(a, b) /∈ P1

⋃
P2. Alors, ∀a ∈ S, (a, b) /∈

P1. Maintenons, considérons a ∈ S tel que
(a, b) ∈ P2. Alors, par définition de la ratio-
nalité prudente, C({a, b}) = {a}. Définissons
IDb = {c ∈ S,∃K ∈ N \ {1},∃d1, ...dK ∈
S tels que ∀k ∈ {1, ..., K − 1}, (dk, dk+1) ∈
Q(P1, P2), d1 = b et dK = c} ∪ {b} et IDb =
S \ IDb. Faisons l’hypothèse que IDb (= ∅. Par
définition, IDb

⋂
IDb = ∅ et IDb

⋃
IDb = S.

Alors, pour avoir TD(S,C) = ∅, nous avons
nécessairement ∃c ∈ IDb,∃d ∈ IDb tels que
{c} = C({c, d}). Cela implique que (c, d) ∈
Q(P1, P2) et alors, d ∈ IDb ce qui contre-

dit le fait que d ∈ IDb. Alors, IDb = ∅ et
en particulier, a ∈ IDb. Alors, par définition,
∃K ∈ N \ {1},∃d1, ...dK ∈ S tels que ∀k ∈
{1, ..., K − 1}, (dk, dk+1) ∈ Q(P1, P2), d1 = b
et dK = a. En appliquant le même raisonnement
pour tout a ∈ S tel que (a, b) ∈ P2, nous avons
b ∈ C(S) par le Lemme 1.!

Evidemment, quand l’ensemble des alternatives
a trois éléments ou moins, l’axiome NDB est tri-
vialement satisfait. Pour au moins quatre alter-
natives, la proposition suivante montre que les
axiomes donnés dans la Proposition 2 sont in-
dépendants.

Proposition 3 Les axiomes γ, α Faible et NDB
sont indépendants.

Démo. γ et α Faible # NDB : Soit
X = {a, b, c, d} et soit la correpondance de
choix C ∈ C(X) définie par : C({a, b}) =
{a}, C({a, c}) = {c}, C({a, d}) = {d},
C({b, c}) = {b}, C({b, d}) = {b}, C({c, d}) =
{c}, C({a, b, c}) = {c}, C({a, b, d}) = {a},
C({a, c, d}) = {c}, C({b, c, d}) = {b},
C(X) = X . Il est immédiat de vérifier que C
satisfait γ et α Faible. Montrons que C ne satis-
fait pas NDB. Nous avons TD({a, b, c}, C) = ∅
et ∀e ∈ {a, b, c} tel que C({a, e}) = {e},
∃S ∈ X tel que a, e ∈ S et a ∈ C(S) (Pour
voir le dernier point, considérer S = X). D’où,
par NDB, nous devrions avoir a ∈ C({a, b, c})
ce qui n’est pas le cas.



α Faible et NDB# γ : SoitX = {a, b, c} et soit
la correpondance de choix C ∈ C(X) définie
par : C({a, b}) = {a, b}, C({a, c}) = {a, c},
C({b, c}) = {b, c}, C(X) = {b}. Il est im-
médiat de vérifier que C satisfait α Faible et
NDB. Cependant, C ne satisfait pas γ puisque
C({a, b}) = {a, b} et C({a, c}) = {a, c} de-
vraient impliquer a ∈ C({X}) ce qui n’est pas
le cas.

γ et NDB # α Faible : Soit X = {a, b, c} et
soit la correpondance de choix C ∈ C(X) défi-
nie par : C({a, b}) = {a}, C({a, c}) = {a},
C({b, c}) = {b}, C(X) = {a, b}. Il est im-
médiat de vérifier que C satisfait γ et NDB.
Cependant, C ne satisfait pas α Faible. En ef-
fet, nous avons ({a}, {b, c}) ∈ TD(X,C) et
C({a, b}) = {a}. D’où, par α Faible, nous de-
vrions avoir b /∈ C(X), ce qui n’est pas le cas.
!

4 Relation avec les autres règles de
composition

Nous continuons cette étude des choix prudents
en faisant le lien entre ceux-ci et deux des prin-
cipales procédures pour composer deux critères
existant dans la littérature. La première procé-
dure a été étudiée par [11] (rationalité séquen-
tielle), la seconde l’a été par [15] (rationalité
par composition lexicographique des relations
de base). Formellement, soitC ∈ C(X) une cor-
respondance de choix sur X . Nous disons que
C est séquentiellement rationnelle si et seule-
ment s’il existe deux relations de préférences
P1 et P2 sur X telles que ∀S ∈ X,C(S) =
CP2

(CP1
(S)). Nous disons que C est rationnelle

par composition lexicographique des relations
de base (CLB-rationnelle) si et seulement s’il
existe deux relations de préférences sur X , P1
et P2, telles que ∀S ∈ X,C(S) = CQ(P1,P2)(S).
Enfin, pour la procédure que nous avons intro-
duite dans cet article, nous disons que C est pru-
demment rationnelle si et seulement s’il existe
deux relations de préférences P1 et P2 telles que
C est prudemment rationalisée par la paire or-
donnée (P1, P2).

Proposition 4 Soit C ∈ C(X).

1. Si C est CLB-rationnelle, alors elle est sé-
quentiellement rationnelle et prudemment
rationnelle.

2. C peut être séquentiellement rationnelle et
ne pas être prudemment rationnelle.

3. C peut être prudemment rationnelle et ne
pas être séquentiellement rationnelle.

4. C peut être séquentiellement rationnelle
ou prudemment rationnelle et ne pas être
CLB-rationnelle.

Démo. 1 : Soit C ∈ C(X) CLB-rationalisée
par P1 et P2. Si nous posons P ′

1 = Q(P1, P2)
et P ′

2 = ∅, C est séquentiellement rationalisée
par P ′

1 et P ′
2 et C est prudemment rationalisée

par (P ′
1, P ′

2).

2 : SoitX = {a, b, c, d} et soit la correpondance
de choix C ∈ C(X) définie par : C({a, b}) =
{a}, C({a, c}) = {a, c}, C({a, d}) =
{a, d}, C({b, c}) = {b}, C({b, d}) = {d},
C({c, d}) = {c}, C({a, b, c}) = {a, c},
C({a, b, d}) = {a, d}, C({a, c, d}) = {a, c},
C({b, c, d}) = {c} et C(X) = {a, c}. Cette
correspondance de choix est séquentiellement
rationalisée par P1 = {(a, b), (d, b), (c, d)} et
P2 = {(b, c)}. Cependant, il est immédiat de vé-
rifier que C n’est pas prudemment rationnelle.
En effet, elle ne satisfait pas l’axiome α Faible.
Pour voir cela, notons que ({a, b}, {c}) ∈
TD({a, b, c}, C), {b} = C({b, c}) et, c ∈
C({a, b, c}), ce qui est interdit par l’axiome α
Faible.

3 : Soit X = {a, b, c} et soit la correpondance
de choix C ∈ C(X) définie par : C({a, b}) =
{a}, C({b, c}) = {b}, C({a, c}) = {c} et
C(X) = {a, c}. Cette correspondance de choix
est prudemment rationalisée par (P1, P2) avec
P1 = {(a, b)} et P2 = {(b, c), (c, a)}. Cepen-
dant, il est immédiat de vérifier que C n’est pas
séquentiellement rationnelle.

4 : Par 1, 2 et 3 de la Proposition 4.!

5 Relation avec la théorie classique

La théorie classique de la rationalité des choix
caractérise les correspondances de choix qui
peuvent être obtenues par maximisation d’une
seule relation de préférences. Il est bien connu
que ces correspondances de choix sont celles
qui satisfont les axiomes α et γ.

Proposition 5 ([4]) Soit C ∈ C(X). La corres-
pondance de choix C satisfait α et γ si et seule-
ment s’il existe une relation de préférences acy-
clique P telle que P rationalise C.



Pour faire le lien entre notre caractérisation des
choix prudents et la Proposition 5, nous allons
poser l’axiome suivant qui impose à une corres-
pondance de choix C que TD(S,C) soit non-
vide pour tout S ∈ X .

Axiome 4 (Toujours Domination Bipartite, TDB)
Soit C ∈ C(X). La correpondance de choix
C satisfait TDB si et seulement si ∀S ∈ X ,
TD(S,C) (= ∅.

Bien sûr, si une correspondance de choix satis-
fait TDB, alors elle satisfait également trivia-
lement NDB. D’où la proposition suivante qui
montre que la rationalité au sens classique cor-
respond à la rationalité prudente à laquelle on a
imposé TDB

Proposition 6 Soit C ∈ C(X). La correspon-
dance de choix C satisfait TDB, α Faible et γ
si et seulement s’il existe une relation de préfé-
rences acyclique P telle que P rationalise C.

Démo. Seulement Si : Soit C ∈ C(X) satisfai-
sant γ, α Faible et TDB. Définissons P comme
suit : ∀a, b ∈ X tels que a (= b, (a, b) ∈ P
si et seulement si C({a, b}) = {a}. Par défi-
nition, P est asymétrique. De plus, P est acy-
clique. En effet, si P avait un cycle, nous au-
rions ∃n ∈ N \ {1}, ∃a1, ..., an ∈ X tels
que ∀k ∈ {1, ..., n − 1}, (ak, ak+1) ∈ P et
(an, a1) ∈ P . Alors, par définition de P , nous
aurions TD({a1, ..., an}, C) = ∅ ce qui contre-
dirait TDB.

Montrons que C est rationalisée par P . Soit S ∈
X et a ∈ S.

1) Faisons l’hypothèse que ∃b ∈ S tel que
(b, a) ∈ P . Définissons IDa = {c ∈ S,∃K ∈
N \ {1},∃a1, ...aK ∈ S,∀k ∈ {1, ..., K −
1}(ak, ak+1) ∈ P, a1 = a, aK = c}. Ainsi, IDa

est l’ensemble des éléments de S directement ou
indirectement dominés par a. Comme P est acy-
lique, b /∈ IDa. De plus, ∀c ∈ IDa

⋃
{a},∀d ∈

S \ (IDa

⋃
{a}), par définition de P , (c, d) /∈

P (ou sinon, nous aurions d ∈ IDa

⋃
{a} ce

qui contredirait d ∈ S \ (IDa

⋃
{a})). D’où

∀c ∈ IDa

⋃
{a},∀d ∈ S \ (IDa

⋃
{a}), d ∈

C({c, d}). D’où, {b} = C({a, b}) et (S \
(IDa

⋃
{a}), IDa

⋃
{a}) ∈ TD(S,C). Alors,

par α Faible, a /∈ C(S).

2) Faisons l’hypothèse que ∀b ∈ S, (b, a) /∈
P . Alors, par définition de P , ∀b ∈ S, a ∈
C({a, b}). D’où, par γ, a ∈ C(S).

Si : Soit P une relation de préférences acyclique
sur X . Soit C ∈ C(X) une correspondance de
choix rationalisée par P (elle existe par Propo-
sition 5).

1) C satisfait γ par Proposition 5.

2) C satisfait α Faible par Proposition 5 et le fait
que α Faible est impliqué par α.

3) Montrons que C satisfait TDB. Soit S ∈
X . Comme P est acyclique et S a un nombre
fini d’éléments, il existe a ∈ S tel que ∀b ∈
S, (b, a) /∈ P . Par définition de la domination
bipartite, ({a}, S \ {a}) ∈ TD(S,C). !

De plus, quand l’ensemble des alternatives a
trois éléments au plus, les axiomes TDB, α
Faible et γ sont independants.

Proposition 7 Soit X un ensemble d’alterna-
tives avec au moins trois éléments. TDB, α
Faible et γ sont independants.

Démo. γ et α Faible # TDB : Soit X =
{a, b, c} et soit la correpondance de choix
C ∈ C(X) définie par : C({a, b}) = {a},
C({a, c}) = {c}, C({b, c}) = {b}, C(X) =
{a}. Il est immédiat de vérifier que C satisfait γ
et α Faible. Cependant, TD({a, b, c}, C) = ∅ et
donc C ne satisfait pas TDB.

α Faible et TDB# γ : SoitX = {a, b, c} et soit
la correpondance de choix C ∈ C(X) définie
par : C({a, b}) = {a, b}, C({a, c}) = {a, c},
C({b, c}) = {b, c}, C(X) = {b}. Il est im-
médiat de vérifier que C satisfait α Faible et
TDB. Cependant, C ne satisfait pas γ puisque
C({a, b}) = {a, b} et C({a, c}) = {a, c} de-
vraient impliquer a ∈ C({X}).

γ et TDB # α Faible : Soit X = {a, b, c} et
soit la correpondance de choix C ∈ C(X) défi-
nie par : C({a, b}) = {a}, C({a, c}) = {a},
C({b, c}) = {b}, C(X) = {a, b}. Il est im-
médiat de vérifier que C satisfait γ et TDB.
Cependant, C ne satisfait pas α Faible. En ef-
fet, nous avons ({a}, {b, c}) ∈ TD(X,C) et
C({a, b}) = {a}. D’où, par α Faible, nous de-
vrions avoir b /∈ C(X). !
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