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Abstract:
Our goal is to formalize what "having the permission
to say" means. We adapt the dynamic logic of permis-
sion considered by van der Meyden in the particular case
where atomic actions are public and truthful announce-
ments. Hence, we extend the logic of public announce-
ments introduced by Plaza, that enables us to express the
ways agents update their knowledge after public and tru-
thful announcements, by introducing an operator of per-
mission. We present the syntax and the semantics of our
logic and we address the issues of axiomatizing and deci-
ding the set of its valid formulas.
Keywords: Epistemic reasoning, deontic reasoning, pu-
blic announcements, modal logic, axiomatisation and de-
cidability

Résumé :
Notre objectif est de formaliser ce que signifie "avoir
le droit de dire". Nous adaptons la logique dynamique
de la permission considérée par van der Meyden dans
le cas particulier où les actions atomiques sont des an-
nonces publiques vraies. Nous étendons ainsi la logique
des annonces publiques introduite par Plaza, qui nous per-
met d’exprimer comment les agents mettent à jour leurs
connaissances après une annonce publique vraie, en in-
troduisant un opérateur de permission. Nous présentons
la syntaxe et la sémantique de notre logique et nous ré-
pondons aux problèmes de l’axiomatisation et de la déci-
dabilité de l’ensemble de ses formules valides.
Mots-clés : Raisonnement épistémique, raisonnement dé-
ontique, annonces publiques, logique modale, axiomati-
sation et décidabilité

1 Introduction

Quatre joueurs jouent à la belote. Les trente-
deux cartes du paquet sont distribuées, chaque
joueur commence donc avec huit cartes qu’il
connaît, et tout ceci fait partie de la connais-
sance commune des quatre joueurs. Nous pou-
vons représenter cette situation en utilisant
la logique épistémique (voir [8] pour plus
de détails) : l’ensemble des atomes proposi-
tionnels de notre langage est {(V C)i|V ∈
{7, 8, 9, 10, V,D,R,A}, C ∈ {♣,♥,♦,♠}, i ∈
{1, 2, 3, 4}}. Un modèle du jeu de belote a
quatre relations (d’équivalence) épistémiques,
un monde correspond à une distribution, et on
dira que M, s |= (10♠)3 si le joueur 3 a le
dix de pique dans la distribution s. Nous pou-

vons alors exprimer des phrases telles que "le
joueur 2 sait que le joueur 3 a la dame de
coeur" (K2(D♥)3). Que se passe-t-il lorsque le
jeu commence ? Le fait que le joueur 1 joue le
7 de carreau peut être vu comme l’annonce pu-
blique que le joueur 1 a le 7 de carreau. Mais
il peut arriver qu’il lui soit impossible de jouer
cette carte bien qu’il l’ait dans son jeu, car la
règle du jeu ne le lui autorise pas. Quels sont
alors les annonces qui sont permises dans ce jeu,
en fonction de la situation donnée ?

Pour formaliser la permission d’agir, van der
Meyden propose la logique dynamique de la
permission [16]. Il s’agit essentiellement d’une
adaptation de la logique propositionnelle dy-
namique (PDL) [9] pour laquelle les modèles
contiennent un ensemble P ⊆ S × Act × S
qui relie chaque action de Act à l’ensemble des
transitions entre états de S qui lui sont permises.
Autrement dit, P est un ensemble de transitions
permises. La syntaxe de ce langage contient les
constructions suivantes :

ϕ ::= ⊥|p|¬ϕ|ϕ ∨ ϕ|[α]ϕ|♦(α, ϕ)
où [α]ϕ signifie "après chaque exécution de
l’action α, ϕ est vrai", et ♦(α, ϕ) signifie "il
existe une exécution de l’action α qui est per-
mise et après laquelle ϕ devient vraie".

Notre objectif est de formaliser le concept de
"permission de dire". Pour cela, nous choisis-
sons d’adapter la sémantique considérée par
[16] dans le cas particulier où les actions sont
remplacées par des annonces publiques. L’équi-
valent de α dans la formule ♦(α, ϕ) de van
der Meyden devient pour nous l’annonce ψ!
de telle sorte que ♦(ψ!, ϕ) signifie maintenant
‘il est permis d’annoncer ψ, et ensuite ϕ de-
vient vraie’. La primitive de notre langage est
en fait un peu différente car il nous faut prendre
en compte la possibilité qu’une séquence d’an-
nonces soit faite, mais nous serons en mesure de
définir un tel ♦(ψ!, ϕ) comme un cas particulier.
La logique des annonces publiques (PAL), qui



est une extension, proposée par Plaza dans [13],
de la logique épistémique, pemet d’exprimer
la façon dont des agents mettent à jour leurs
connaissances après l’annonce publique d’une
proposition vraie. Nous pouvons par exemple
écrire dans ce langage 〈ψ〉ϕ, ce qui signifie
qu’après l’annonce publique de la proposition
vraie ψ, ϕ devient vraie. Cette logique a été lar-
gement étudiée (voir [7]) et étendue (voir par
exemple [2] et [3]).

Pour parler de "la permission de dire", nous al-
lons étendre PAL en introduisant un opérateur
P de permission, Pϕ exprimant le fait qu’il est
permis de dire ϕ. En fait, pour pouvoir défi-
nir la mise à jour de la permission après une
annonce publique et obtenir la complétude de
notre logique, nous définirons un opérateur bi-
naire plus général P (ψ, ϕ) exprimant le fait que
"après l’annonce de ψ il est permis d’annoncer
ϕ". Nous présenterons d’abord la syntaxe et la
sémantique de notre logique, puis nous prouve-
rons quelques résultats techinques, en particu-
lier la conmplétude de l’axiomatique que nous
définissons et la décidabilité du problème de sa-
tisfiabilité.

2 Logique des annonces pulbiques
et de la permission

2.1 Syntaxe de Lppal

Le langage Lppal , sur un ensemble dénombrable
N d’agents et un ensemble dénombrable Θ
d’atomes propositionnels, est défini de la façon
suivante :

ϕ ::= ⊥|p|¬ϕ|ψ ∨ ϕ|Kiϕ|[ψ]ϕ|P (ψ,ϕ)
où i ∈ N et p ∈ Θ.

Notre lecture de Kiϕ est "l’agent i sait que ϕ
est vraie" alors que nous interprétons [ψ]ϕ par
"après toute annonce publique possible de ψ, il
est vrai que ϕ". P (ψ, ϕ) se lit "après que ψ ait
été publiquement annoncé, il est permis de dire
ϕ". Les abréviations classiques pour les autres
opérateurs booléens sont utilisées. Par ailleurs,
nous définissons un opérateur 〈ψ〉 par 〈ψ〉ϕ =
¬[ψ]¬ϕ.

En outre, appelonsLpel le fragment de notre lan-
gage ne contenant pas d’opérateur d’annonces et
Lel celui restreint aux opérateurs épistémiques
et booléens.

Définissons d’autres notations qui s’avèreront
utiles :

• F (ψ, ϕ) := ¬P (ψ, ϕ)
• Pϕ := P (,, ϕ)
• Fϕ := F (,, ϕ)
Pϕ signifie "il est permis de dire ϕ", F (ψ, ϕ)
signifie "après que ψ ait été annoncé publique-
ment, il est interdit de dire ϕ" et Fϕ signifie "il
est interdit de dire ϕ".

Enfin, définissons le degré deg d’une formule.
Définition 1 (Degré). Le degré d’une formule
ϕ ∈ Lppal est défini par récurrence sur la
forme de ϕ de la façon suivante : deg(p) = 0 ;
deg(⊥) = 0 ; deg(¬ψ) = deg(ψ); deg(ψ1 ∨
ϕ2) = max(deg(ψ1), deg(ψ2)) ; deg(Kiψ) =
deg(ψ) ; deg([ψ]ϕ) = deg(ψ) + deg(ϕ) ;
deg(P (ψ, ϕ)) = deg(ψ) + deg(ϕ) + 1.

Notons que pour toute formule ϕ ∈ Lppal ,
deg(ϕ) = 0 ssi ϕ ne contient aucune occurence
de P .

2.2 Sémantique

Les modèles de notre logique sont des struc-
tures de la formeM = (S, {∼i}i∈N , V,P) où
S est un ensemble non-vide d’états, ∼i est une
relation d’équivalence sur les états de S, V est
une fonction attribuant un sous ensemble de S
à chaque atome propositionnel p ∈ Θ et P ⊆
S × 2S × 2S . Le modèleMψ défini ci-dessous
est la mise à jour d’un modèle M après l’an-
nonce publique de ψ :
Définition 2 (Modèle restreint par une an-
nonce). Pour tout modèle M et toute formule
ψ ∈ Lppal , on définit la restriction Mψ =
(Sψ,∼ψi , Vψ,Pψ) où :
– Sψ = [[ψ]]M = {s ∈ S|M, s |= ψ}
– pour tout p ∈ Θ, Vψ(p) = V (p) ∩ Sψ
– pour tout i, ∼ψi = ∼i ∩ (Sψ × Sψ)
– Pψ = {(s, S ′, S ′′) ∈ P | s ∈ Sψ, S ′ ⊆
Sψ, S ′′ ⊆ Sψ}

Il est maintenant possible de définir la relation
de satisfaisabilité |=.
Définition 3 (Relation de satisfaisabilité). Soit
M un modèle et s un état S. La relation de satis-
faisabilitéM, s |= ϕ est définie par récurrence
sur la structure de ϕ de la façon suivante :
M, s |= p ssi s ∈ V (p)
M, s /|= ⊥
M, s |= ¬ψ ssiM, s /|= ψ



M, s |= ψ1 ∨ ψ2 ssi (M, s |= ψ1 ouM, s |=
ψ2)

M, s |= Kiψ ssi pour tout t ∼i s,M, t |= ψ
M, s |= [ψ]χ ssi (M, s |= ψ ⇒Mψ, s |= χ)
M, s |= P (ψ, χ) ssi (s, [[ψ]]M, [[〈ψ〉χ]]M) ∈ P
Si deux états s, t ∈ S, sont liés par la relation
d’équivalence ∼i, cela signifie que pour l’agent
i, s et t sont indistingables.

L’appartenance de (s, S ′, S ′′) à P peut être in-
terprétée de la façon suivante : dans l’état s,
toute annonce qui restreint l’ensemble de tous
les mondes possibles à S ′ le fera de telle sorte
que toute annonce ultérieure qui restreindrait
l’ensemble de tous les mondes possibles à S ′′
sera permise.

Pour tout ϕ ∈ Lppal , l’on noteM |= ϕ ssi pour
tout s ∈ S, M, s |= ϕ et |= ϕ ssi pour tout
modèleM l’on aM |= ϕ.

Il faut noter que nous n’imposons pas que S ′
et S ′′ correspondent à des formules du langage
pour que (s, S ′, S ′′) soit dans P . Cette séman-
tique est donc plus générale que ce que l’on
entend intuitivement lorsque l’on dit "avoir le
droit de dire". En effet, si S ′ ou S ′′ ne corres-
pondent pas à la restriction de S par l’annonce
publique d’une formule donnée, alors le fait que
(s, S ′, S ′′) soit dans P ne correspond pas au fait
qu’une annonce est permise.

Notons que |= 〈ψ〉ϕ ↔ ψ ∧ [ψ]ϕ. Voyons
quelques autres formules qui sont valides dans
notre logique :
Proposition 4.
– |= [ψ]p←→ (ψ → p)
– |= [ψ]⊥ ←→ ¬ψ
– |= [ψ]¬ϕ←→ (ψ → ¬[ψ]ϕ)
– |= [ψ](ϕ1 ∨ ϕ2)←→ ([ψ]ϕ1 ∨ [ψ]ϕ2)
– |= [ψ]Kiϕ←→ (ψ → Ki[ψ]ϕ)
– |= [ψ1][ψ2]ϕ←→ [〈ψ1〉ψ2]ϕ
– |= [ψ]P (ψ′, ϕ)←→ (ψ → P (〈ψ〉ψ′, ϕ))
Ces équivalences appellent une explication, re-
gardons en détail la première. Elle dit que p est
vraie après toute annonce possible de ψ ssi si ψ
est vraie (et donc peut être annoncée) alors p est
vraie. En d’autres termes, une annonce ne peut
pas changer la valuation.

Démo. La preuve de la validité des six pre-
mières formules est facile et laissée au lecteur
(voir [13] pour plus de détails). Démontrons la
validité de la septième. Pour toutM, tout x ∈ S
et tout ψ, ψ′, ϕ ∈ Lppal on a :

(⇒) M, x |= [ψ]P (ψ′, ϕ)∧ψ seulement si (x ∈
[[ψ]]M et (x, [[ψ′]]Mψ

, [[〈ψ′〉ϕ]]Mψ
) ∈ Pψ)

seulement si (x, [[〈ψ〉ψ′]]M, [[〈ψ〉〈ψ′〉ϕ]]M) ∈
P seulement si (x, [[〈ψ〉ψ′]]M, [[〈〈ψ〉ψ′〉ϕ]]M) ∈
P seulement siM, x |= P (〈ψ〉ψ′, ϕ).

(⇐) M, x |= (ψ → P (〈ψ〉ψ′, ϕ)
seulement si (x ∈ [[ψ]]M implique
(x, [[〈ψ〉ψ′]]M, [[〈〈ψ〉ψ′〉ϕ]]M) ∈ P)
seulement si (x ∈ [[ψ]]M implique
(x, [[ψ′]]Mψ

, [[〈ψ′〉ϕ]]Mψ
) ∈ Pψ) seulement

siM, x |= [ψ]P (ψ′, ϕ).

Regardons de plus près la septième formule de
la proposition 4. Elle dit la chose suivante :
"après l’annonce possible de ψ, nous obtenons
qu’après l’annonce de ψ′ il est permis de dire ϕ
ssi ou bien ψ ne peut pas être annoncé, ou bien
après l’annonce de ψ suivie de l’annonce de ψ′
il est permis de dire ϕ". Ca ressemble à une tau-
tologie, mais cela souligne précisément que la
définition de la mise à jour d’un modèle après
une annonce vraie correspond à ce que l’on at-
tend.

Une autre propriété intéressante que revêt notre
sémantique est que, sans conditions supplémen-
taires, la proposition suivante est vraie :

Proposition 5. Pour tout modèle M et toutes
formules ψ, ψ′, ϕ, ϕ′ ∈ Lppal nous avons que si
M |= (ψ ↔ ψ′)∧(〈ψ〉ϕ↔ 〈ψ′〉ϕ′) alorsM |=
P (ψ, ϕ)↔ P (ψ′, ϕ′)

Cela vient de la définition de la restriction Pψ et
correspond aux intuitions suivantes :
1. après deux annonces équivalentes les
mêmes formules sont permises d’être dites,
et

2. si deux propositions sont équivalentes, elles
sont permises d’être dites de la même ma-
nière.

Plus précisément :

Démo. Pour tous ψ, ψ′, ϕ, ϕ′ ∈ Lppal ,
si M |= (ψ ↔ ψ′) et M |=
〈ψ〉ϕ ↔ 〈ψ′〉ϕ′, alors [[ψ]]M = [[ψ′]]M et
[[〈ψ〉ϕ]]M = [[〈ψ′〉ϕ′]]M. Cela implique que
pour tout s ∈ S, (s, [[ψ]]M, [[〈ψ〉ϕ]]M) =
(s, [[ψ′]]M, [[〈ψ′〉ϕ′]]M).

Les propositions 4 et 5 nous permettent de défi-
nir la traduction suivante tr :Lppal → Lpel :



Définition 6 (la traduction tr).
On définit tr(ϕ) par récurrence sur la com-
plexité de ϕ de la façon suivante :
– tr(p) = p
– tr(⊥) = ⊥
– tr(¬ϕ) = ¬tr(ϕ)
– tr(ψ ∨ ϕ) = tr(ψ) ∨ tr(ϕ)
– tr(Kiϕ) = Kitr(ϕ)
– tr(P (ψ, ϕ)) = P (tr(ψ), tr(ϕ))
– tr([ψ]p) = tr(ψ)→ p
– tr([ψ]⊥) = ¬tr(ψ)
– tr([ψ]¬ϕ) = tr(ψ)→ ¬tr([ψ]ϕ)
– tr([ψ](ϕ1 ∨ ϕ2)) = tr([ψ]ϕ1) ∨ tr([ψ]ϕ2)
– tr([ψ]Kiϕ) = tr(ψ)→ Kitr([ψ]ϕ)
– tr([ψ1][ψ2]ϕ) = tr([〈ψ1〉ψ2]ϕ)
– tr([ψ1]P (ψ2, ϕ)) = tr(ψ1) →
P (tr(〈ψ1〉ψ2), tr(ϕ))

D’après les propositions 4 et 5, on obtient

Proposition 7. Pour tout ϕ ∈ Lppal , |= ϕ ↔
tr(ϕ).

Finalement, présentons une propriété très utile
du degré d’une formule :

Proposition 8. Pour toute formule ϕ ∈
Lppal , deg(tr(ϕ)) = deg(ϕ).

Les preuves des propositions 7 et 8 peuvent être
faites aisément par récurrence sur la complexité
de ϕ.

3 Axiomatique

3.1 Correction et complétude

Soit PPAL la plus petite logique normale sur
notre langage qui satisfasse les axiomes inclus
dans la table 1 et qui soit close pour la règle
d’inférence suivante :
– De (ψ ↔ ψ′) ∧ (〈ψ〉ϕ ↔ 〈ψ′〉ϕ′) déduire
P (ψ, ϕ)↔ P (ψ′, ϕ′)

Proposition 9. PPAL est une aximoatique cor-
recte pour la classe des modèles de Kripke pour
lesquels ∼i est une relation d’équivalence pour
tout i ∈ N .

Démo. Par les propositions 4 et 5.

On obtient en particulier la proposition sui-
vante :

Proposition 10. Pour tout ϕ ∈ Lppal ,6PPAL
ϕ↔ tr(ϕ).

Pour démontrer le résultat de complétude, défi-
nissons le modèle canonique pour PPAL :
Définition 11 (Modèle canonique). Le modèle
canoniqueMc = (Sc,∼ci , V c,Pc) est défini de
la façon suivante : Sc est l’ensemble de tous les
ensembles 6PPAL-maximaux consistants ; pour
tout p ∈ Θ, V c(p) = {x ∈ Sc | p ∈ x}; x ∼ci y
ssi Kix = Kiy, où Kix = {ϕ|Kiϕ ∈ x} et
Pc = {(x, S ′, S ′′) : ∃P (ψ, ϕ) ∈ x| S ′ = {y ∈
Sc : ψ ∈ y} , S ′′ = {y ∈ Sc : 〈ψ〉ϕ ∈ y}}.

Dans le modèle canonique, un état est donc
un ensemble de formules. Le lien entre le fait
qu’une formule ϕ soit dans un ensemble x et le
fait queMc, x |= ϕ est explicité par la proposi-
tion suivante :
Proposition 12 (Truth Lemma pour Lpel ). Pour
tout ϕ ∈ Lpel ,
Π(ϕ) : pour tout x ∈ Sc,Mc, x |= ϕ ssi ϕ ∈ x

Démo. Démontrons la proposition par récur-
rence sur le degré de ϕ.
cas initial Si deg(ϕ) = 0 alors ϕ ∈ Lel etΠ(ϕ)

est un résultat connu (voir [4] ou [8] pour
plus de détails).

pas de récurrence Soit k ∈ N, supposons que
Π(ψ) est vrai pour toute formule ψ ∈ Lpel
telle que deg(ψ) " k. Soit ϕ telle que
deg(ϕ) ≤ k+1. Raisonnons maintenant par
récurrence sur la structure de ϕ.

• ϕ = p;⊥;¬ψ;ϕ1 ∨ ϕ2;Kiψ : Voir la preuve
du truth lemma pour Lel dans [4] ou [8].

• ϕ = P (ψ, χ) :
(⇐) Si P (ψ, χ) ∈ x alors (x, S ′, S ′′) ∈
Pc où S ′ = {y ∈ Sc : ψ ∈ y} et
S ′′ = {y ∈ Sc : 〈ψ〉χ ∈ y}. No-
tons que deg(P (ψ, χ)) " k + 1 im-
plique deg(ψ) + deg(χ) " k, et en par-
ticulier deg(ψ) " k et deg(〈ψ〉χ) " k.
Nous obtenons donc que S′ = {y ∈ Sc :
Mc, y |= ψ} (par HR) et S ′′ = {y ∈
Sc : Mc, y |= 〈ψ〉χ}. En effet, du fait que
6PPAL 〈ψ〉χ ↔ tr(〈ψ〉χ) et deg(〈ψ〉χ) =
deg(tr(〈ψ〉χ)), pour tout y ∈ Sc, 〈ψ〉χ ∈ y
ssi tr(〈ψ〉χ) ∈ y ssi Mc, y |= tr(〈ψ〉χ)
(par HR) ssi Mc, y |= 〈ψ〉χ. Finalement,
on obtient que (x, [[ψ]]Mc , [[〈ψ〉χ]]Mc) ∈ Pc
et doncMc, x |= P (ψ, χ).
(⇒) Si Mc, x |= P (ψ, χ) alors
(x, [[ψ]]Mc , [[〈ψ〉χ]]Mc) ∈ Pc. Nous sommes
toujours dans le cas où deg(ψ) " k et



TAB. 1 – L’axiomatique PPAL

Kiϕ→ ϕ vérité
Kiϕ→ KiKiϕ introspection positive
¬Kiϕ→ Ki¬Kiϕ introspection negative
[ψ]p←→ (ψ → p) stabilité pour les atomes
[ψ]⊥ ←→ ¬ψ ann. et faux
[ψ]¬ϕ←→ (ψ → ¬[ψ]ϕ) ann. et négation
[ψ](ϕ1 ∨ ϕ2)↔ ([ψ]ϕ1 ∨ [ψ]ϕ2) ann. et disjonction
[ψ]Kiϕ←→ (ψ → Ki[ψ]ϕ) ann. et connaissance
[ψ1][ψ2]ϕ←→ [〈ψ〉1ψ2]ϕ composition d’annonces
[ψ]P (ψ′, ϕ)←→ (ψ → P (〈ψ〉ψ′, ϕ)) ann. et permission

deg(〈ψ〉χ) " k. On obtient donc que
[[ψ]]Mc = {y ∈ Sc : ψ ∈ y} (par HR) et
[[〈ψ〉χ]]Mc = {y ∈ Sc : 〈ψ〉χ ∈ y} (argu-
ment identique). Donc, il existe P (ψ′, χ′) ∈
x tel que {y ∈ Sc : ψ ∈ y} = {y ∈
Sc : ψ′ ∈ y} et {y ∈ Sc : 〈ψ〉χ ∈ y} =
{y ∈ Sc : 〈ψ′〉χ′ ∈ y}. Par conséquent,
(ψ ↔ ψ′) ∧ (〈ψ〉ϕ ↔ 〈ψ′〉ϕ′) ∈ PPAL
et P (ψ, χ)↔ P (ψ′, χ′) ∈ PPAL. Comme
P (ψ′, χ′) ∈ x, alors P (ψ, χ) ∈ x.

Proposition 13. PPAL est correcte et com-
plète pour la classe de modèles pour lesquels∼i
est une relation d’équivalence pour tout i ∈ N .

Démo. La correction a été démontrée dans la
proposition 9. Nous montrons la complétude
pour cette classe de modèles à l’aide de la pro-
position 12 . En effet, pour toute formule ϕ ∈
Lppal : |= ϕ ⇒ |= tr(ϕ) ⇒ Mc |= tr(ϕ) ⇒
6
PPAL

tr(ϕ)⇒ 6
PPAL

ϕ.

3.2 Axiomes supplémentaires

Il est possible d’exiger que soient vérifiées
les propriétés suivantes, pour toutes formules
ϕ, ψ ∈ Lppal :
1. 6 P (ψ, ϕ) → ψ : S’il est permis de dire
quelquechose après l’annonce de ψ, alors ψ
est vrai (et peut donc être annoncé).

2. 6 P (ψ, ϕ) → [ψ]ϕ : si après avoir annoncé
ψ il est permis de dire ϕ, alors ϕ est vrai
après l’annonce de ψ.

3. 6 P (ψ, ϕ)→ 〈ψ〉ϕ

Notons que 1 & 2 est équivalent à 3 (car 6
ψ ∧ [ψ]ϕ ↔ 〈ψ〉ϕ). Que se passe-t-il donc si
nous ajoutons ces axiomes à PPAL ? La ré-
ponse est que l’axiomatique que nous obtenons
est correcte et complète pour la classe de mo-
dèles restreinte correspondante.

Proposition 14.
PPAL + (1) est correcte et complète pour la classe

de modèles pour lesquels (s, S ′, S ′′) ∈
P ⇒ s ∈ S ′

PPAL + (2) est correcte et complète pour la classe
de modèles pour lesquels (s, S ′, S ′′) ∈
P ⇒ (s ∈ S ′ ⇒ s ∈ S ′′).

Démo. A l’aide d’un argument similaire à ce-
lui de la preuve de la proposition 13, il suf-
fit de prouver que ces axiomes supplémentaires
sont corrects dans la classe de modèles corres-
pondante, et que chaque nouveau modèle ca-
nonique appartient à la classe correspondante.
Cette preuve est simple est laissée au soin du
lecteur.

4 Decidabilité et complexité

Nous allons démontrer dans cette section (théo-
rème 23) que PPAL est décidable en démon-
trant une propriété dite du modèle fini. Pour cela,
nous allons utiliser une filtration.

Définition 15 (Ensemble fermé). Un ensemble
X ⊆ Lpel est dit fermé s’il est fermé pour
la sous-formule et s’il vérifie P (ψ, ϕ) ∈ X
⇒ tr(〈ψ〉ϕ) ∈ X.



Définition 16 (Filtration). Soit M = (S,∼i,
V,P) un modèle et Γ un ensemble fermé de for-
mules. Nous définissons la relation#Γ entre
états de S de la façon suivante : pour tous
s, t ∈ S,

s#Γ t ssi ∀ϕ ∈ Γ : (M, s |= ϕ ssiM, t |= ϕ)

Notons que#Γ est une relation d’équivalence.
Pour tout s ∈ S, on note |s|Γ (ou simplement
|s|) la classe d’équivalence de s pour la rela-
tion#Γ.

On appelle filtration deM suivant Γ (ou simple-
ment filtration deM) le modèleMf

Γ = (S
f ,∼fi

, V f ,Pf ) où :
– Sf = S/!Γ

– |s| ∼fi |t| ssi pour tout Kiϕ ∈ Γ, (M, s |=
Kiϕ ssiM, t |= Kiϕ)

– V f (p) =
{
∅ si p /∈ Γ
V (p)/!Γ si p ∈ Γ)

– Pf = {(|s|, S ′/!Γ , S
′′/!Γ): (s, S

′, S ′′) ∈
P ,#Γ(S ′) = S ′ et#Γ(S ′′) = S ′′ }

Voici maintenant un lemme utile :
Lemma 17. Soit Γ ⊂ Lpel un ensemble fermé
fini . Pour tout modèle M, sa filtration Mf

Γ
contient au plus 2m états, avecm = Card(Γ).

Démo. Soit M un modèle. Soit une fontion
g : Sf → P(Γ) définie par g(|s|) = {ψ ∈
Γ|M, s |= ψ}. Il découle de la définition de
#Γ que g est bien définie et injective. On en
conclut que la taille de Sf est au plus 2m.

Les relations épistémiques d’un modèle et leur
filtration suivant un ensemble Γ sont liées par la
propriété suivante :

Proposition 18. Soit M un modèle et Γ un
ensemble fermé de formules. Alors pour tous
s, t ∈ S, pour tout ϕ ∈ Γ :
1. s ∼i t⇒ |s| ∼fi |t|.
2. |s| ∼fi |t| et Kiϕ ∈ Γ etM, s |= Kiϕ ⇒
M, t |= ϕ.

Démo.
1. Soient s, t ∈ S tels que s ∼i t, et soit
Kiϕ ∈ Γ. On a alorsM, s |= Kiϕ ssi pour
tout u ∼i s,M, u |= ϕ ssi pour tout u ∼i t,
M, u |= ϕ ssiM, t |= Kiϕ. Alors, par dé-
finition de ∼fi , on obtient que |s| ∼

f
i |t|.

2. Supposons la première partie de l’impli-
cation. Comme |s| ∼fi |t|, Kiϕ ∈ Γ et
M, s |= Kiϕ alorsM, t |= Kiϕ. Comme
∼i est réflexiveM, t |= ϕ.

Cette proposition est suffisante pour prouver la
proposition importante qui suit :
Proposition 19 (Lemme de Filtration). SoitM
un modèle et Γ un ensemble fermé de formules.
Pour tout ϕ ∈ Γ on a :

(Fϕ) ∀s ∈ S, (M, s |= ϕssiMf
Γ, |s| |= ϕ).

Démo. Démontrons-le par récurrence sur le de-
gré de ϕ.
cas initial Si deg(ϕ) = 0 alors ϕ ∈ Lel et la

preuve de (Fϕ) s’obtient par récurrence sur
la complexité de ϕ (voir [4] ou [8] pour plus
de détails. Il faut noter aue Γ est en particu-
lier fermé pour la sous-formule).

pas de récurrence Soit k ∈ N, supposons que
(Fψ) est vraie pour tout ψ ∈ Lpel tel que
deg(ψ) " k. Soit ϕ tel que deg(ϕ) ≤ k + 1
et raisonnons par récurrence sur la structure
de ϕ.

• ϕ = p;⊥;¬ψ;ϕ1 ∨ ϕ2,Kiϕ : Voir la preuve
du lemme de filtration dans [4] ou [8].

• ϕ = P (ψ, χ) : Soit s ∈ S, on a les équiva-
lence suivantes :
M, s |= P (ψ, χ) ssi (s, [[ψ]]M, [[〈ψ〉χ]]M) ∈
P ssi (s, [[ψ]]M, [[tr(〈ψ〉χ]]M) ∈ P ssi
(|s|, [[ψ]]M/!Γ , [[tr(〈ψ〉χ)]]M/!Γ) ∈ Pf .
Mais, par hypothèse de récurrence, t ∈
[[ψ]]M ssi |t| ∈ [[ψ]]Mf

Γ
(par (Fψ)) et t ∈

[[tr(〈ψ〉χ)]]M ssi |t| ∈ [[tr(〈ψ〉χ)]]Mf
Γ
(par

(F tr(〈ψ〉χ)) avec tr(〈ψ〉χ) ∈ Γ). On ob-
tient (|s|, [[ψ]]M/!Γ , [[tr(〈ψ〉χ)]]M/!Γ) ∈
Pf ssi (|s|, [[ψ]]Mf

Γ
, [[tr(〈ψ〉χ)]]Mf

Γ
) ∈ Pf ce

qui est vrai ssiMf
Γ, |s| |= P (ψ, χ) (d’après

la sémantique).

Définition 20 (Fermeture). Pour tout ϕ ∈ Lpel ,
on construit la fermeture de ϕ, notée Cl(ϕ), par
récurrence sur la structure de ϕ :
– Cl(p) = {p}
– Cl(⊥) = {⊥}
– Cl(¬ϕ) = {¬ϕ} ∪ Cl(ϕ)
– Cl(ψ ∨ ϕ) = {ψ ∨ ϕ} ∪ Cl(ψ) ∪ Cl(ϕ)
– Cl(Kiϕ) = {Kiϕ} ∪ Cl(ϕ)
– Cl(P (ψ, ϕ)) = {P (ψ, ϕ)}∪Cl(ψ)∪Cl(ϕ)∪
Cl(tr(〈ψ〉ϕ)).



Proposition 21. Pour toute formule ϕ ∈
Lpel , Cl(ϕ) est bien définie, et est un ensemble
fini et fermé.

Démo. Démontrons-le par récurrence sur le de-
gré de ϕ.

cas initial Si deg(ϕ) = 0 alors ϕ ∈ Lel et il
nous suffit de prouver que Cl(ϕ) est un en-
semble bien défini de formules, fini et fermé
pour la sous-formule, ce qui est direct et
laissé au lecteur.

pas de récurrence Soit k ∈ N, supposons que
Cl(ψ) est un ensemble bien défini de for-
mules, fini et fermé, pour toute formule ψ
telle que deg(ψ) ≤ k. Soit ϕ telle que
deg(ϕ) ≤ k + 1, et raisonnons par récur-
rence sur la structure de ϕ

• ϕ = p;⊥;¬ψ;ϕ1 ∨ ϕ2;Kiψ : Trivial.
• ϕ = P (ψ, χ) : Cl(ψ), Cl(χ) et Cl(tr(〈ψ〉χ))

sont bien définis, fermés et finis, alors
Cl(P (ψ, χ)) est un ensemble fini bien dé-
fini. Il ne reste qu’à démontrer qu’il est
fermé, ce qui est direct et laissé aux soins
du lecteur.

Proposition 22 (Propriété du modèle fini).
Soit ϕ ∈ Lpel , si ϕ est satisfaisable alors ϕ est
satisfaisable dans un modèle contenant au plus
2m états, avecm = Card(Cl(ϕ)).

Démo. Supposons que M et s sont tels que
M, s |= ϕ. Soit Γ = Cl(ϕ). Alors, par la pro-
position 19,Mf

Γ, |s| |= ϕ. Par le lemme 17,M
f
Γ

contient au plus 2m états.

Théorème 23. PPAL is decidable.

Démo. Soit ϕ ∈ Lppal une formule, la procé-
dure suivante décide si oui ou non ϕ est satisfai-
sable :

1. Calculer Φ = tr(ϕ)
2. Calculer Γ = Cl(Φ)

3. Pour tout modèle M de taille ≤ 2Card(Γ)
vérifier si ∃s ∈M tel queM, s |= Φ

5 Etude de cas

Prenons l’exemple du jeu de belote. Après que
l’on ait distribué les cartes, et après le choix
d’une couleur d’atout, le premier joueur joue
n’importe quelle carte de son jeu, puis c’est au
tour de chacun des joueurs successivement, dans
le sens des aiguilles d’une montre. Le joueur
ayant joué la plus forte carte d’atout ou la plus
forte carte de la même couleur que celle du
premier joueur remporte la main et entame la
main suivante avec n’importe quelle carte de son
jeu. A l’exception du premier joueur de chaque
main, il est obligatoire de suivre la couleur de-
mandée ou, à défaut, de jouer de l’atout. De
plus, lorsqu’un atout est joué, il est interdit de
jouer un atout plus bas. Pour plus de détails sur
les règles de la belote voir [1].

Comme nous l’avons indiqué précédemment,
nous pouvons considérer l’action de jouer une
carte comme l’annonce publique que la carte en
question appartenait au joueur correspondant.
Dans le langage que nous construisons, l’en-
semble des atomes propositionnels Θ est donc
{(V C)i|V ∈ {7, 8, 9, 10, V,D,R,A}, C ∈
{♣,♥,♦,♠}, i ∈ {1, 2, 3, 4}}. Chaque atome
(V C)i a une valeur V , une couleur C et ap-
partient à un joueur i. Rappelons queM, s |=
(V C)i signifie que pour la distribution de cartes
s, le joueur i possède le V de C. La couleur
d’atout a été choisie avant que le jeu ne com-
mence, et nous allons supposer ici que l’atout
est trèfle. L’ensemble d’atomes est partiellement
ordonné de la façon suivante, qui correspond à
l’ordre des cartes dans le jeu ("∗" peut être rem-
placé par n’importe quel nom de joueur).

Pour les non-atouts (i.e. pour tout C /= ♣) :
7C∗ < 8C∗ < 9C∗ < JC∗ < QC∗ < KC∗ < 10C∗ < AC∗

Pour les atouts :
7♣∗ < 8♣∗ < Q♣∗ < K♣∗ < 10♣∗ < A♣∗ < 9♣∗ < J♣∗

La formalisation complète du jeu serait trop
longue et inutile pour notre propos, mais forma-
lisons tout de même, à titre d’exemple, quelques
unes des règles du jeu qui sont valides au dé-
but de chaque main. Cette condition implique
que les modèlesM que nous considérons sont
des modèles pour lesquels tous les joueurs ont
le même nombre de cartes dans leur main.
1-Un joueur à la fois :

Pour tout ψ ∈ Lppal , tous joueurs i /= j, tous
pi, qj ∈ Θ,M |= P (ψ, pi)→ ¬P (ψ, qj).

2-Chaque carte n’est jouée qu’une fois :
Pour tout p ∈ Θ, et tout ψ ∈ Lppal ,
M |= ¬P (p ∧ [p]ψ, p)



3-Obligation de suivre la couleur demandée :
Pour tous V1, V2, V ′, tous C /= C ′, et tous
i /= j,
M |= (V1C)j → ¬P ((V2C)i, (V ′C ′)j)

4-Sinon obligation de jouer atout : Pour tous
V1, V, V ′, tous C /= C ′ avec C,C ′ /= ♣,
et tous i /= j,
M |= (V1♣)j → ¬P ((V C)i, (V ′C ′)j)

5-Droit de dire"belote et rebelote" : (Seule
exception à la règle d’après) Pour tout i,
M |= (K♣)i ∧ (Q♣)i ∧ P (ψ, (Q♣)i) →
P (ψ, (Q♣)i ∧ (K♣)i)

6-"On joue pas à la parlante" :
Pour tous ψ, ϕ ∈ Lppal et tous s,
M, s |= P (ψ, ϕ) implique que ϕ ∈ Θ.

7-Obligation de monter à l’atout : pour tout
ψ ∈ Lppal , tous i, j, et tous V, V1, V2 tels
que (V1♣)j < (V♣)j < (V2♣)j , M |=
(V2♣)j → ¬P (〈ψ〉(V♣)i, (V1♣)j)

etc...
Voyons les conséquences de ces règles condi-
tionnelles sur la permission de dire de l’état (i.e.
la distribution) suivant(e) s, où chaque joueur
possède 2 cartes.

Bill(B)

C♥ R♠

Anne 7♦ D♣ Charles

(A) 8♥ R♣ (C)

8♣ A♣
Diane(D)

C’est à Anne de jouer. D’après la règle du jeu,
notre modèle vérifie les propriétés suvantes :

M, s |= P (8♥)A ∧ P (7♦)A ∧ ¬P ((8♥)A ∧
(7♦)A) : Anne a la permission de jouer n’im-
porte laquelle de ses deux cartes, mais pas les
deux (règle (6))

M, s |= ¬P ((8♥)A, (R♠)B) : Si Anne joue le
8♥, Bill n’a pas la permission de jouer une carte
d’une autre couleur (règle (3))

M, s |= P (〈(8♥)A〉(D♥)B, (D♣)C∧(R♣)C) :
Lorsque c’est à son tour de jouer, Charles a la
permission d’annoncer qu’il possède les deux
cartes qui constituent la belote. (règle (5))

M, s |= ¬P (〈〈(8♥A)〉(D♥B)〉(D♣)C , (8♣)D) :
Après que Charles ait joué atout, Diane peut
jouer un atout plus grand donc elle n’a pas la
permission d’en jouer un plus petit que celui de
Charles (rule (7)).

6 Comparaison et recherches ulté-
rieures

6.1 Comparaison avec la littérature

Notre logique permettant de raisonner sur les
annonces permises peut être vue comme une
continuation des efforts entamés par van der
Meyden dans [16] et Pucella et Weismann dans
[14]. La notion de permission de van der Mey-
den est définissable à partir de notre notion. Il
considère un ensemble de variables d’actions
a dans sa logique. Dans notre cas, ces actions
sont toutes les annonces ϕ!. En employant cette
terminologie, nous obtenons la correspondance
suivante :
Proposition 24. ♦(ϕ!, θ) est équivalent à
P (ϕ) ∧ 〈ϕ〉θ

Démo. Nous pouvons voir l’annonce ϕ! comme
une action atomique qui relie chaque état s ∈
[[ϕ]]M au même état s ∈ M|ϕ. Clairement cette
action est verte dans la sémantique de van der
Meyden (i.e. ϕ! est une action permise) si et
seulement si M, s |= P (ϕ). La proposition
devient donc simplement une traduction entre
deux langages.

Bien entendu, le ♦(ϕ!, θ) de van der Meyden
ayant un correspondant linguistique Perm(ϕ)θ
dans [14], la relation entre P (ϕ) (le nôtre) et
Perm(ϕ) (de Pucella est Weismann) est plus
proche encore.

Dans ‘Merging Frameworks for Interaction’,
van Benthem et al. [15, 11] proposent une lo-
gique des protocoles qui possède comme cas
particulier une logique pour laquelle seuls cer-
taines annonce vraies peuvent effectivement être
annoncées. Ce qui peut ou non être annoncé
est fixé par des traces ou des séquences de for-
mules. Un ensemble de ces séquences est ap-
pelé "protocole". Leur logique semble reliée à
notre proposition d’annonces permises – notez
que dans notre cas les séquences d’annonces
sont induites par la sémantique de P et la res-
triction Pψ de cette fonction de permission dans
le modèle restreint après l’annonce de ψ.



6.2 Dynamiques de la permission

La dynamique de la permission a été étudiée par
Pucella et Weismann dans [14]. Ils proposent
d’ajouter de nouvelles permissions en reliant les
états qui satisfont une proposition ρ1 aux états
satisfaisant une proposition ρ2, en utilisant un
opérateur noté grant(ρ1, ρ2).

Une adaptation naturelle de leur proposition,
dans le contexte où les actions sont des an-
nonces publiques, est obtenu en définissant
l’opérateur modal grant(ρ1, ρ2) de la façon sui-
vante : pour tout modèle M et tout s ∈ M
l’on a :M, s |= grant(ρ1, ρ2)θ ssiMg, s |= θ
oùMg est identique àM sauf pour la relation
de permission qui est étendue de la façon sui-
vante : Pg = P ∪ {(s′, S1, S2)|s′ ∈ S2 ⊆ S1,
M|S1 , s

′ |= ρ1 and M|S2 , s
′ |= ρ2}. L’opéra-

teur revoke correspondant serait alors tel que
P devienne P\{(s′, S1, S2)|s′ ∈ S2 ⊆ S1,
M|S1 , s

′ |= ρ1 etM|S2 , s
′ |= ρ2}.

Une telle définition est particulièrement intéres-
sante si l’on pense qu’avoir ou non la permis-
sion de dire quelque chose dépend des consé-
quences d’une telle annonce.

Mais cette variante naturelle n’est pas forcé-
ment appropriée à notre étude de cas. En effet,
nous aimerions être à même d’ajouter une nou-
velle règle du jeu (ou d’en enlever une). Or pour
ces règles, la permission de dire quelque chose
dépend des caractéristiques de l’annonce elle-
même, et non des états qui sont reliés par l’an-
nonce en question.

Pour exprimer ce type de mise à jour des per-
missions, on peut définir les opérateurs modaux
GRANT and REV OKE.

Pour tous χ, ψ, ϕ ∈ Lppal ,GRANT (χ, P (ψ, ϕ))
est tel que que pour tout modèle M et
tout état s ∈ M l’on a : M, s |=
GRANT (χ, P (ψ, ϕ))θ ssi MG, s |= θ où
MG est identique à M sauf pour la relation
de permission qui est étendue de la façon sui-
vante : PG = P ∪ {(s, [[ψ]]M, [[〈ψ〉ϕ]]M) | s ∈
[[χ]]M}. Intuitivement, après application de
GRANT (χ, P (ψ, ϕ)) la proposition suivante
fait partie de la règle du jeu : "si χ est vrai, alors
après l’annone de ψ il est permis de dire ϕ"

Proposition 25. Pour tous ψ, ϕ ∈ Lppal , la for-
mule suivante est valide :
|= GRANT (χ, P (ψ, ϕ))(χ→ P (ψ, ϕ))

Démo. Cette preuve est aisée et laissée aux
soins du lecteur.

L’on peut introduire d’une façon très si-
milaire l’opérateur REV OKE(χ, P (ψ, ϕ)) :
par son application, P devient PR =
P \ {(s, [[ψ]]M, [[〈ψ〉ϕ]]M) | s ∈ [[χ]]M}.

Après introduction de l’une ou l’autre des défi-
nitions des opérateurs de la forme "grant et re-
voke", les problèmes de l’axiomatisation et de
la décidabilité restent des problèmes ouverts.

En plus des annonces, nous pourrions étendre
notre langage pour inclure des affectations, ou
d’autres événements informatifs. Un exemple
typique apparaît lorsque un Maire (ou l’officiel
correspondant, en fonction du pays, de la légis-
lation, ...) déclare un couple "mari et femme".
En "changeant le monde", pour ainsi dire, le
couple est maintenant soumis à toutes les obli-
gations et les permissions dûes au mariage. Cela
ne résulte pourtant pas d’un changement de la
loi, mais bien de l’application de la même loi
à une nouvelle instance, résultat du change-
ment de l’état du monde. Des changements dans
le monde peuvent être obtenus par des affec-
tations publiques, et les logiques pour les an-
nonces publiques et les affectations publiques
[6] (ou d’autres, comme souligné précédem-
ment) peuvent donc être étendues de façon évi-
dente à l’aide d’opérateurs de permission

6.3 Quantification sur la permission

Supposons que je sois en train de jouer à la be-
lote. Je peux me demander, dans une situation
donnée, s’il existe une carte qu’il m’est permis
de jouer et telle que, si je la joue, il soit certain
que je remporte la main. Une telle quantifica-
tion sur les annonces permises peut être expri-
mée en introduisant l’opérateur ♦(ψ, !)θ expri-
mant le fait que P (ψ, ϕ) ∧ [ψ]〈ϕ〉θ pour un cer-
tain ϕ. En d’autres termes, après l’annonce de
ψ il existe une annonce permise telle qu’après
l’avoir annoncée θ devienne vrai. Il est pos-
sible d’adapter aisément les travaux de [2] et [3]
pour définir des axiomatiques correctes et com-
plètes pour ce nouveau langage, en considérant
la même classe de modèles. Pour le problème de
décidabilité, notons qu’en restreignant les mo-
dèles à la classe de ceux pour lesquels il n’est
rien permis d’annoncer nous obtenons une lo-
gique équivalente à la logique PAL dont on sait
qu’elle est PSPACE-complète (voir [12]). Au
contraire, si l’on restreint les modèles à la classe



de ceux pour lesquels toute annonce est permise
l’on obtient une logique équivalente à la logique
APAL dont on sait qu’elle est indécidable (voir
[10]). Le problème de la décidabilité lorsqu’on
n’opère aucune restriction sur les modèles reste
un problème ouvert.

Une autre type de quantification intéressante se-
rait celle contenue dans P (!, ϕ), qui exprime
que P (ψ, ϕ) est vrai pour tout ψ. En d’autres
termes, quelles que soient les annonces ulté-
rieures, il sera toujours permis de dire ϕ. On
pourrait faire entrer les droits humains basiques
dans cette catégorie, dans la mesure où rien ne
pourrait les remettre en cause. Et on trouverait
dans la catégorie "interdit quoi qu’il arrive" des
choses du type "tu ne diras point ..."

6.4 Obligation

Pour définir l’obligation de dire quelque chose,
on pourrait ajouter un nouvel opérateur modal
O(ψ, ϕ) exprimant "après l’annonce de ψ, il est
obligatoire de dire ϕ" et une sémantique ana-
logue à la précédente , id est un ensemble O tel
queM, s |= O(ψ, ϕ) ssi (s, [[ψ]]M, [[〈ψ〉ϕ]]M) ∈
O. Comme précédemment, O(ϕ) serait une ab-
bréviation de O(,, ϕ).

Supposons que nous avons cette définition,
comment exprimer l’obligation, pour un agent
i, de jouer le roi ou la dame de trèfle, ce
qui correspond à une situation dans laquelle
il est obligatoire de jouer atout ? Notons que
O((K♣)i ∨ (Q♣)i) n’exprime pas cela, ni
d’ailleurs O(K♣)i∨O(Q♣)i. Il serait donc im-
possible d’exprimer l’obligation de dire ϕ1 ou
de dire ϕ2. Ce n’est pas surprenant : la défini-
tion de l’obligation en logique déontique est un
problème réputé plus difficile que celui de la dé-
finition de la permission (voir [5] pour plus de
détails).

Nous tentons une proposition d’approche. Dé-
finissons l’annonce ϕ! comme une action épis-
témique, et considérons alors le choix non-
déterministe comme habituellement. L’obliga-
tion de dire ϕ1 ou de direϕ2 s’exprimerait alors
par O(,, ϕ1! ∪ ϕ2!). Les modèles de notre lo-
gique seraient ainsi des tuplesM = (S, V,∼i,
P ,O) avec O ⊆ S × 2S × 22S . La relation
de satisfaisabilité pourrait alors être définie ré-
cursivement comme précédemment, avec pour
tout M, tout s ∈ S, et tous ψ, ϕ1, . . . ϕn ∈
Lppal : M, s |= O(ψ, ϕ1! ∪ . . . ∪ ϕn!) ssi
(s, [[ψ]]M, {[[〈ψ〉ϕ1]], . . . , [[〈ψ〉ϕn]]}) ∈ O.

Nous n’avons pas considéré une telle séman-
tique dans la définition de la permission car nous
assumions implicitement que le libre choix s’ap-
pliquait (id est que la permission de dire ϕ1 ou
dire ϕ2 correspond à la permission de dire ϕ1
et la permission de dire ϕ2). Mais à vrai dire,
la question de l’alternative entre la sémantique
du libre choix et la sémantique du choix imposé
reste ouverte (pour plus de détails sur ces no-
tions, voir [5]).
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