Date de derniére modification : 15/06/2015

Annexe 24

SQL, les ensembles et la logique

Le domaine des bases de données utilise de mani&resive des

éléments de la théorie des ensembles et de laueg®QL en particu-
lier a été élaboré a partir de ces deux branchesnd¢hématiques. Ce
chapitre rassemble quelques éléments qui appantiegplicitement

dans l'écriture des requétes. On étudiera sucaaseint quelques
principes utiles relatifs aux ensembles, aux mangembles et a la
logique. Pour cette derniére, on décrira les opératde la logique
ternaire.

A24.1SQL ET LES MATHEMATIQUES

Le sous-langage SQL-DML nous permet de formulerdgaétes dont le résultat se
présente sous la forme d’une table, laquelle contiaecollectionde lignes. Sous
certaines conditions, cette collection estemsemblale lignes, c’'est-a-dire qu’elle
ne contient pas deux lignes identiques. Les requyétaduisent le plus souvent des
ensembles de données a partir d'autres ensemlaletesiformuletogiquesqu’on
exprime dans les clausesere.

La présence de concepts mathématiques dans legla@fal n’est évidemment
pas un hasard : ce langage a été construit slordeshes des mathématiques telles
gue l'algébre relationnelle et le calcul relatiohmwe dernier étant une variante de la
logique classique.

Certaines traces de cette origine sont assezessiQluelques exemples :

1. Il est possible de construire une table a pdetideux autres tables a I'aide des
opérateurs ensemblistesudion, d’intersectionet dedifférence
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2. La clausewvhere d'une requéteelect-from-where comporte une condition qui
peut étre de complexité quelconque, formée de tondiplus élémentaires
assemblées a I'aide des opérateints or etnot.

3. La fonctionexists permet de vérifier I'existence d’éléments quifatit une
condition déterminée. Elle rappelle le quantificatexistentiel de la logique.

4. La clausdrom permet de définir, via les alias de table, degabéas qui pren-
nent leur valeur parmi les lignes d’une table,etspnt utilisées dans les con-
ditions de la clausehere. Nous voici trés proches des variables de préslicat

Il n"est sans doute pas inutile de rafraichir quelgeu la mémoire du lecteur en
rappelant quelques éléments de la théorie des @hsemt de la logique. Pas de
couverture compléte du sujet donc, mais une révigpide des éléments directe-
ment utilisés dans la pratique des bases de dannées

A24 2ENSEMBLE, C’EST TOUT

A24.2.1Ensemble

Un ensemble est une collection d'objets distingppeléstlémentde I'ensemble.
Un ensemble est défini

» enextension(on cite tous ses éléments dans un ordre quelednqu

» ou encompréhensiofon précise les propriétés communes a tous lesesits).
En toute généralité, un ensemble est défini paformeule du typex: P(x)}, OUP est
un prédicat aussi appelénction caractéristiquele 'ensemble. Un ensemble est
appelé singleton s'il contient un seul élément gtaire s'il en contient deux.
L’ ensemble vidae contient aucun élément. Il se ngteu 0.

Exemples

* A={2 4,6, 8}; 'ensemblea, défini enextensionest formé des entiers naturels
pairs inférieurs a 10.

* B={x (xON) 00 < x < 100)}; I'ensembleB, défini encompréhensionest
formé des entiers naturels de a 100. Cette définition peut aussi s'écrire de
maniére plus synthétiques = {x (1 IN: 10 < x < 100}.

* Le contenu d’'une table d’'une base de donnéesaeteatlle munie d’'un identi-
fiant est unensemblale lignes. Le domaine d’une colonne est constitua
ensemblale valeurs, défini en extension ou en compréhansio

A24.2.2 Appartenance a un ensemble

L'objet a appartient a 'ensemblg ce qu’'on note [ A, sia est un élément de Si
P est la fonction caractéristique dealors il est équivalent de dire geg) estvrai,
ou plus simplemerr(a).
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Exemple
* le prédicatin" en SQL correspond a une relation d’appartenaratleScondi-
tion NCLI in (select NCLI from COMMANDE) évaluée pour une ligne elle est
évaluée avrai si r.NCLIOE, ou E dénote I'ensemble des valeurs deLl
présentes dans la talt®@MMANDE. On notera que I'évaluation de I'expression
(select NCLI from COMMANDE) produit en réalité un multi-ensemble.

A24.2.3Inclusion d’'un ensemble dans un autre

L'ensembleA est inclus dans I'ensemide ce qu'on note [ E, si tous les éléments
deA sont aussi des élémentsEld inclusion est ditestricte si certains éléments de
E n'appartiennent pasA On la note alora 0 E. SiP, est la fonction caractéris-
tique de A, et Pe est la fonction caractéristique dg alors ADE = [a,
Pa(a) = Pg(a). SiA est inclus dang, on dira aussi qu& est un sous-ensemble, ou
une partie, d€. Note: I'ensemble vide est inclus dans tout autre efem

En SQL
Cherchons a déterminer si I'ensemble des valeurka dmlonneNCLI de
COMMANDE est inclus dans celui des valeurs de la colowtig de la table
CLIENT (comme si, par négligence, on avait omis de déclegtte colonne
foreign key). Pour ce faire, recherchons les lignes G&@MMANDE pour
lesquelles cette relation d'inclusion n’est papeesée :

select *

from COMMANDE M

where not exists(select NCLI from CLIENT
where NCLI = M.NCLI);

A24.2 .4Taille ou cardinal d’'un ensemble

Le nombre d’éléments d’'un ensemble est aptzellé ou cardinal de cet ensemble.
Le cardinal ded se notgdA| oucard(A). Quelques relations utiles :

o |A1 0 A2l =|A1] +|A2] - AL N A2
e |Al - A2| =|Al| - |AL N A2

Exemples
* |{2,7,6,8}| =4
. ID' =0

En SQL

C’est la fonction agrégativeount qui va nous renseigner sur la taille de
divers ensembles (ou multi-ensembles) :

select count(*)
from DETAIL
where NPRO ='PA60";
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A24.2 .5Egalité de deux ensembles

Deux ensembles; etA, sont égaux, ce qu’on note = A,, si tout élément de I'un
appartient a l'autre et inversement. On a aussi :

(A1=A2) = (A1 0A OA; OAY).

L'égalité de deux ensembles peut également étiéetpar la propriété suivante :
(A=A = (AL UA2)=(Az2n Ay))

Cette propriété est plus aisée a évaluer en S€d_erisembles; etA, sont égaux si
I'expression suivante renvoie une table vide :

(AL OA)—(A2n Ay)

En SQL
Considérons deux tablad(C) et T2(C). Ces deux tables sont égales si la
requéte suivante renvoie un résultat vide :
(select C from T1 union select C from T2)

minus
(select C from T1 intersect select C from T2);

La section B.4.6 suggere une autre maniere deismétiEgalité de deux
ensembles et B : on vérifie queA est inclus dang et queA etB ont la
méme taille.

A24.2.6Union de deux ensembles

L'union de deux ensembles etA, est un ensemble qui contient tous les éléments
deA; et deA,, et eux seulement. On la nae A1 0 A2. Le termeunion désigne
aussi I'opérateur] qui produite. SiP, est la fonction caractéristique dg etP, est
la fonction caractéristique aeg, E est I'union der; etA, SSIE = {a: Py(a) O P,(a)}.

Exemples
» L'union A O B des ensembles={a,b,c,d} etB = {c,d,e} produit 'ensemble
AB = {a,b,c,d,e}.
» l'opérateurunion de SQL construit 'union ensembliste des conteseisieux
tables; si ces contenus sont des multi-ensemblas Br3.1), le résultat est
néanmoins un ensemble.

En SQL
L'union des deux tableBl(C) et T2(C) est obtenue comme suit :

select C from T1
union
select C from T2;

A24.2.7Intersection de deux ensembles

L'intersection de deux ensemblag et A, est un ensemble qui contient tous les
éléments qui appartiennent simultanémeft atA,, et eux seulement. On la note :
E =A; n A,. Le termentersectiondésigne aussi I'opératenrqui produite.
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On notera que l'intersection n’est pas un opérgpeiumitif. En effet :
At nAz=A1-(A1-Ag) =Az- (A2~ Ay)

Si P, est la fonction caractéristique de etP» est la fonction caractéristique dg
E est I'intersection d@; etA, ssiE = {a: Py(a) 0 P,(a)}.

Exemples
* Lintersection An B des ensemblesA={ab,c,d} et B={cde} produit
I'ensembleAB = {c,d}
» l'opérateurintersect de SQL construit I'intersection ensembliste desteous
de deux tables; si ces contenus sont des multirdriss, le résultat est néan-
moins un ensemble.

En SQL
L'intersection des deux tabl@g(C) et T2(C) est obtenue comme suit :
select C from T1

intersect
select C from T2;

on peut aussi obtenir I'intersection par une jaiatu

select C
from T1,T2
where T1.C=T2.C;

A24.2.8Différence entre deux ensembles

La différence de deux ensembleg et A, est un ensemble qui contient tous les
éléments d@; qui n'appartiennent pasA, et eux seulement. On la note = A; -
A, OUA\ A,. Le termedifférencedésigne aussi I'opératedrqui produite.

Si P, est la fonction caractéristique dg etP, est la fonction caractéristique dg
E est la différence d&; etA, SSiE = {a: Py(a) - P2(a)}.

Exemples
» Ladifférencea — B des ensembles={a,b,c,d} etB = {c,d,e} produit I'ensemble
AB = {a,b}.
* Lopérateuminus ouexcept de certains dialectes de SQL construit la difféeen
ensembliste des contenus de deux tables; si césnemsont des multi-ensem-
bles, le résultat est néanmoins un ensemble.

En SQL
La différence des deux tabl&$(C) et T2(C) est obtenue comme suit :

select C from T1
minus
select C from T2;

on peut aussi obtenir la différence par une sogaée :

select C
from T1
where C notin (select C from T2);
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A24.2.9Puissance d'un ensemble

SoientE un ensemble. LensemblP de tous les sous-ensembles (ou partieq de
s’appelle lensemble puissanae E ou encore BEnsemble des partiele E. 1l se
note P=2E ou Pe ou PE).

Exemples
» SoOIitE ={1,2,3}. L'ensemble puissance eest le suivant (on notera la présence de
'ensemble vide) :

PE) = {@.{1}42}.431{1,2}.{2,3}{1.31{1.,2.3}}

A24.2.10Partition d’'un ensemble
SoientE un ensemble non vide Rtun ensemble de sous-ensemblek (igne partie
de P()). P constitue une partition desi :
1. l'union des éléments dreest égale &,
2. les éléments de sont disjoints deux a deux,
3. P ne contient pas I'ensemble vide.
Exemples
» SOitE ={1,2,3,4,5}. Les trois ensembles suivants sont des partities:

P1 = {{1,2},{3},{4.5}}
P2 = {{1,2}{3,4,5}}
P3 = {1},{2},{3}.{4}.(5}}

A24.2.11Propriétés des opérateurs ensemblistes

Les propriétés suivantes peuvent nous étre trigs utans la formulation de requétes
SQL:
 L'union et I'intersection sont commutativie’s

ATOA=A0A; et AinAy=An A
L'union et I'intersection sont associatives

ATOA OA))=(A10A) A3 et Ayjn (Axn Az)=(A1n Ay n Az
 L'union est distributive par rapport a l'intersiect :

A0 (A2 n Az)= (A1 U Ag) n (AL U Ag)
Lintersection est distributive par rapport a lion :

A n (A2 T Az) = (A1 n Ap) U (A1 N Ag)
L'intersection est distributive par rapport a [féence :

1. Un opérateur binair® estcommutatifsi, quels que soient les argumentty, on a x Wy =y
WX

2. Un opérateur binair@ estassociatifsi, quels que soient les argumentg etz on a :x w (y w
Z2)=(XWy)wz

3. Un opérateur binaire estdistributif par rapport & un opérateur binagrsi, quels que soient
les arguments,yetzona x w(y z) = (X 0y) @ (X wz)
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A1 N (A2 —A3)=(Ar N Ax) — (AL N Ag)

En revanche :

» La différencen’est pascommutative :
Ar-AxZEAr— Ay

» La différencen’est pasassociative :
A1 —(A2—Ag) Z (A1 - Ag) - Ag

» L'union n’est pasdistributive par rapport a la différence :
AL (A2 —Ag) # (AL U Ap) - (AL U Ag)

» La différencen’est pasdistributive par rapport a I'union :
Ar— (A2 T Ag) # (A1 - A2) U (A1 - Ag)

 La différencen’est pasdistributive par rapport a I'intersectibn

Ar— (A2 N Ag) Z (A1 —A2) N (AL — Ag)

A24 3LES MULTI-ENSEMBLES

Toute table qui ne fait pas I'objet d’'une contraidtfunicité n’est pas un ensemble
mais un multi-ensemble. Il en est parfois ainsparticulier de résultats de requétes
ou du contenu de vues. Il est donc particuliereméle d’étudier les propriétés et
les moeurs reproductives de ces collections quesént largement plus laxistes que
les ensembles

A24.3.1Notion de multi-ensemble

Un multi-ensemble est une collection d’éléments mécessairement distincts. Pour
les étudier, nous admettrons qu’un multi-ensembleéquivalent & un ensemble de
couples dont le premier composant indique un élérdanmulti-ensemble, et le
second la multiplicité du premier, indiquant le Hoend’occurrences de cet élément
qui apparaissent dans le multi-ensemble. Un enigeedh un multi-ensemble dont
toutes les multiplicités sontia

Exemples

* Le multi-ensemblen = {2, 4, 2, 7} est formé de éléments; il peut étre défini par
'ensemble suivant{{4,1), (2,2), (7,1)}.

» Les diviseurs premiers @@ forment le multi-ensemblg, 2, 2, 5}.

* Le contenu d'une table d’une base de donnéesaetale a laquelle n’est
associé aucun identifiant est un multi-ensemblkgies.

4. Sauf dans la configuration particuliére de la seleoloi de de Morgan, ofi, etAz sont des
parties de\;.

5. Voir en particulier : Syropoulos, Apostolos, Matiaics of Multisets, in C. S. Calude et al.,
eds.,Multiset processing: Mathematical, computer scieraee] molecular computing points of
view LNCS 2235, 2001, Springer-Verlag
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* Le résultat d'une requéte SQL sans clagisep by, et dont la listeselect ne
comprend pas tous les composants d'un identifiatd nlausedistinct est un
multi-ensemble de lignekxemple: select CAT, LOCALITE from CLIENT ne
renvoie pas un ensemble mais un multi-ensembliyded.

A24.3.2Appartenance a un multi-ensemble

Etant donné un objet et un multi-ensembl®, m appartient a, ce qu’'on note
m O M, sim est présent au moins une fois dans

A24.3.3Inclusion d’'un multi-ensemble dans un autre

Le multi-ensemblev est inclus dans le multi-ensemigje ce qu’on notev O Q, Si
chaque élément dé présent em,, exemplaires est présent dapsen ng exem-
plaires, ave@, < ng.

A24.3.4Union de deux multi-ensembles

L'union de deux multi-ensembles etM, est un multi-ensembleé qui contient tous
les éléments del; et tous ceux det,. La multiplicité dansvi d’'un élément est
ni + Ny, OUN; est la multiplicité de I'élément damvy etn, ce nombre dang,. On
note I'unionM = M; [0 M,. Le termeunion désigne aussi I'opérateur qui produit

Exemples

* L'union A B des multi-ensembles={1,2,2,4} etB = {2,4,5} produit le multi-
ensemble
AB ={1,2,2,2,4,4,5}.

» L'opérateur SQLunion all représente I'union des contenus de deux tables san
réduction des lignes en double. Méme si le conauchaque table est un
ensemble de lignes, le résultat peut étre un reakkemble. En effet toute ligne
présente dans les deux tables apparait deux fogs|danion.

En SQL
L'union des deux tablegi(C) et T2(C), considérées comme des multi-
ensembles, est obtenue comme suit :

select C from T1
union all
select C from T2;

A24.3.5Intersection de deux multi-ensembles

Opérateur qui, a partir de deux multi-ensemMestM,, produit un multi-ensemble
M qui contient tous les éléments qui appartienngntlsanément av; et M,. La
multiplicité d’'un élément eshin(ny,n,), oln; est la multiplicité de I'élément dang
etn, ce nombre dand,. On note l'intersectiom = M; n M,. Le termeantersection
désigne aussi I'opérateur qui produit
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Exemples
» LintersectionA n B des multi-ensembles = {1,2,2,4} etB = {2,4,5} produit le
multi-ensemble
AB ={2,4}.
» L'opérateur SQLintersect all représente l'intersection des contenus de deux
tables sans réduction des lignes en double. Sasnargs et son résultat
peuvent donc étre des multi-ensembles.

En SQL
L'intersection des deux tablgd(C) et T2(C), considérées comme des multi-
ensembles, est obtenue comme suit :

select C from T1
intersect all
select C from T2;

A24.3.6Différence entre deux multi-ensembles

Opérateur qui, a partir de deux multi-ensemie®t My, produit un multi-ensem-
blesM qui contient tous les élémentsidequi y apparaissent en plus grand nombre
gue dana,. La multiplicité d’un élément retenu ast- n,, oun; est la multiplicité

de I'élément dansl; etn, ce nombre dang,. On le noteM = M; — M,. Le terme
différencedésigne aussi le résultat de I'application deog#irateur, soit le multi-
ensemblev.

Exemples
» La différenceA -B des multi-ensembles = {1,2,2,4} etB = {2,4,5} produit le
multi-ensemble
AB ={1,2}.
» L'opérateur SQlexcept all représente la différence des contenus de deusstabl
sans réduction des lignes en double. Ses argumiess résultat peuvent donc
étre des multi-ensembles.

En SQL
La différence des deux tabl&s(C) et T2(C), considérées comme des multi-
ensembles, est obtenue comme suit :

select C from T1
except all
select C from T2;

A24.3.7Synthéses des opérateurs SQL

Le tableau ci-dessous résume le fonctionnementsidespérateurs SQL pour un
méme élément présent respectivementlent n2 exemplaires dans chaque multi-
ensemble.
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multi-ensemble 1 | multi-ensemble 2 résultat
union nl n2 max(min(n1,1), min(n2,1))
union all nl n2 nl+n2
intersect nl n2 min(n1,1) x min(n2,1)
intersect all nl n2 min(nl1,n2)
except nl n2 min(max(n1-n2,0),1)
except all nl n2 max(nl-n2,0)

A24.3.80pérateurs algebriques sur les multi-ensembl  es

La projection, la jointure et la sélection peuvétie étendues aux multi-ensembles,
de maniére a correspondre au comportement de S@{ulane requéte est appli-
quée a une table, réelle ou virtuelle, susceptbleomporter des lignes en double.
On trouvera dans [Garcia-Molina, 2008] une présamtadétaillée de ces opéra-
teurs.

A24.4UN PEU DE LOGIQUE

Dans le langage SQL, les expressions logiques ajgsant principalement dans la
clausewhere des requéteselect-from-where, update et delete, mais on les trouvera

aussi dans la déclaration des vues, dans les supgale typeheck, dans la clause

conditionnelle desiggers, dans le corps dgwocédures SQlou encore, en SQL-

1999, dans des sous-expressions des cléusestselect. Au dela du langage SQL,

les expressions logiques interviendront encore dartbéorie relationnelle, dans
I'expression de contraintes dans les schémas ctralepet dans langages de
contraintes tels que OCL d’'UML.

Il est donc particulierement important de rappetprelques principes et
propriétés des expressions conditionnelles, quduisent le plus souvent des
formules de la logique classique mais aussi nossitjae telle que la logique
ternaire.

Un autre argument milite en faveur d’'une sectionse@rée a la logique, c’est la
distance, voire I'antagonisme parfois, qui existéres la logique que nous prati-
quons dans notre vie de tous les jours et la lagfqumelle qui est celle d’'SQL et
des langages de programmation. Les opérateurs éf@ingset, ou etnon n'y ont
pas toujours le méme séns

A24.4.1Propositions, prédicats et conditions

Rappelons d’abord que la logique classique traged&honcés auxquels on assigne,
directement ou non, la valeusi ou la valeurfaux. Ces deux valeurs sont appelées
valeurs de véritéSQL, plus gourmand, en exigera une troisiéineonnu.

6. Lire par exemple [Cuénod, 1999]
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Proposition

Une proposition est un énoncé (une affirmation, pime&ase quelconque) auquel est
assignée une valeur de vérité. Cette assignattarlatraire, la logique ne se préoc-
cupant pas de la validité de cet énoncé. Si nasigramns la valewrai a I'énoncé
"tous les hommes sont rouges", Nnous obtenons une proposition parfaitement valide
Ceci ne doit pas nous choquer : introduire dantstée DETAIL la ligne (30264,
PA45, 8) ne va pas perturber significativement la validi# la base de données,
méme si nous apprenons plus tard que ces donnéegdassses et doivent étre
remplacées paB0264, PA45, 18). Cette ligne n’est rien d’autre qu’une proposition
a laquelle nous avons assigné la valeairen la rangeant dans la table. Si cette ligne
ne se trouve pas dans la table, la propositionlgueprésente a automatiquement la
valeurfaux. De telles erreurs d’'introduction de données nmeement en rien ni la
logique formelle nile SGBD SQL !

Prédicat

Un prédicat est un énoncé comportant une ou plissi@riables et qui n’est Riai
ni faux. Si on assigne une valeur a chacune de ses \esjabbrs le prédicat se trans-
forme en une proposition a laquelle on peut ataitune valeur de vérité.

"X est un nombre premier" est un prédicat. Il n’est mrai ni faux tant que je ne
connais pas la valeur de Si j'y remplacex par un nombre entier, alors je peux lui
assigner une valeur de vérité :

« "3 est un nombre premier" = vrai
e "4 est un nombre premier" = faux

Prédicats, propositions et SQL

Dans une requéte SQL,&lI est un alias de table, alors I'expressicnl.CAT is not
null", qu’on peut trouver dans une clawgere, est un prédicat. En effatll.CAT y

est une variable puisq@ti peut prendre comme valeur n'importe quelle ligaded
tableCLIENT. C’est lorsque cette expression sera évaluéeyrmiligne particuliére
de CLIENT, ligne désignée pasLl, ou ligne courante, que I'expression devient une
proposition. Si elle vautrai, alors la ligne sera retenue sinon, elle serar@gmdans

la plupart des cdsune condition SQL est un prédicat.

Si une ligne d'une table représente une proposititors on peut admettre que le
schéma de la table représente un prédicat. A le BTAIL je peux associer le
prédicat'la commande n° NCLI a commandé le produit n°> NPRO en quantit¢é QCOM"
ou, de maniére plus compacBETAIL(NCOM, NPRO, QCOM). En remplacant
chacune de ces trois variables par une valeutjg¢o® une ligne qui représente une
proposition. Si cette ligne se trouve dans la tablest qu’on a décidé que cette
proposition a la valeunrai, sinon elle a la valedaux. Cette interprétation s’appelle

7. En effet, elle traduit de maniére compacte |'@édta commande n° 30264 a commandé le
produit n° PA45 en quantité 8".

8. L'expressionwhere 1 = 2, parfaitement valable en SQL, comporte la propmsitl = 2" dont
on peut affirmer sans hésitation qu’elle aura torgda valeurfaux, quelle que soit la ligne pour
laquelle elle est évaluée !
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I’ hypothése du monde fermée qui est représenté dans la base de donnéesigst
ce qui ne I'est pas e&tux®.

Nous examinerons a la section B.4.6 une autre meardé transformer un
prédicat en proposition.

A24.4.2Expressions composées : opérateurs logiques et, ou, non

Il est souvent nécessaire de construire une cond{froposition ou prédicat) a
partir de conditions plus élémentaires. Outredgation(communément notée et
dénomméamot en SQL), deux opérateurs logiques a deux argunmets permet-
tront de construire des conditions composées. DéngypalPr etQ deux conditions
guelconques, élémentaires ou composées.

* laconjonction notéeP JQ (P et Q en francaisP and Q en SQL); cette expres-
sion vautvrai si les deux arguments samdis, etfaux dans tous les autres cas

* la disjonction notéeP JQ (P ou Q en frangaisP or Q en SQL); cette expres-
sion vautvrai Si au moins un des arguments\est, etfaux dans l'autre cas.

Lors de I'évaluation d’'une expression complexendgation fon) a priorité sur la
conjonction ét), qui elle-méme a priorité sur la disjoncti@u). On peut imposer un
ordre d’évaluation différent a I'aide de parentt®s8oit, par exemple, I'expression
SQL:

LOCALITE = "Toulouse' and COMPTE < 0 or CAT ='CI’

Elle indique qu’une ligne deLIENT est sélectionnée €iOCALITE = 'Toulouse' et
COMPTE < 0) ou encore S{CAT ='C1’) ou si les deux conditions sont vérifiées. On
aurait pu écrire, de maniére équivalente mais ghige :

(LOCALITE = "Toulouse' and COMPTE < 0) or CAT ='C1 '
En revanche, I'expression :
LOCALITE = 'Toulouse' and (COMPTE < 0 or CAT ='CYl’ )

a une tout autre interprétation : une ligneCéENT est sélectionnée si elle vérifie
simultanément deux conditions : d'une parQCALITE = 'Toulouse'), et d’autre part,
(COMPTE < 0, ou bienCAT ='C1’, ou encore les deux conditions simultanément). lI
sera prudent, méme lorsqu’elles ne sont pas stratenécessaires, d’'user de paren-

9. L'hypothése du monde ouvstipule quece qui n’est pas dans la base de données n’est ni
faux, ni vrai, mais est inconniCe modele est conceptuellement plus réalistdust puissant,
mais techniquement irréalisable dans la plupartdssll faudrait en effet enregistrer ce que nous
savons étre vrai mais aussi ce que nous savonfaéiteEst des lors inconnu ce qui n'a pas été
explicitement ou indirectement (par inférence)raf® vrai ou faux. Si nous savons bk LET

a commandé les produitdS464, PA45, PAG0 et PH222, il faudrait aussi enregistrées faits
gu’il n'a pas commandé les produR$222, CS464 ni CS262 ..., puisque ces faits négatifs sont
connus.
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théses dans I'écriture d’expressions complexescbéiviter toute ambiguité d’inter-
prétation.

A24.4.30pérateurs logiques additionnels

A I'occasion, trois autres opérateurs pourront &fav utiles :
* la disjonction exclusivenotéeP [ Q (ou exclusif en francais ou XOR, absent
d’'SQL); cette expression estie si un et un seul des arguments est vrai;
» I"'implication notéeP = Q (implique en francais, absent d’'SQL); cette expres-
sion estvraie sauf SiP estvrai etQ estfaux;
» I"équivalence notéeP = Q (équivauta en francais, absent d'SQL); cette
expression estraie lorsqueP etQ ont la méme valeur.

A24.4 4Tables de vérité binaires

Un opérateur logique est completement défini par tsdle de véritéqui indique la
valeur {rai oufaux) de I'expressiomr w Q pour chaque combinaison de valeurs des
argumentsP et Q. On rappelle ci-dessous les tables des opérateacontrés
jusqu’ici :

P Q - P -Q |PIOQ| PUOQ|POQ|P=Q|P<=Q
vrai | vrai faux faux vrai vrai faux vrai vrai
vrai | faux faux vrai faux vrai vrai faux faux
faux | vrai vrai faux faux vrai vrai vrai faux
faux | faux vrai vrai faux faux faux vrai vrai

Son interprétation est la suivante : pour toute lwoaison de valeurs deetQ, la
ligne correspondante donne la valeur de véritéhdewe opérateur. Par exemple, la
deuxieme ligne nous dit que

Si P = vrai etQ = faux,
alors, en particulier JQ = vrai etP = Q = faux.

A24.4.5Les équivalences remarquables

SoientP, Q et R trois conditions quelconques, élémentaires ou cmdgs. La
logique classique admet les équivalences suivagtésn démontre aisément en
vérifiant que les tables de vérité des deux memdwesidentiques.

Un Ricard, sinon rien (principe du tiers exclu)

Il n'y pas d’autres valeurs queai etfaux : ce qui n'est pagrai estfaux et inverse-
ment.

e —vrai =faux ri

e - faux =vrai r2
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Le beurre et I'argent du beurre (complémentatié)
« (= P) OP =faux r3
e (~P) P =vrai r4

Vous n’étes pas sans savoir (double négation)
e« = (2 P) =P rs

Schtroumpf vert et vert Schtroumpf (commutativite)

« POQ=Q 0P re

« POQ=Q 0P r7
Jules et Jim (associativité)

« (P Q) UR =P (@Q LR) rg

« (P 0Q)UOR =P U(QUR) ro
Les Restos du coeur (distributivité)

« POQUOR) =(P 0OQ) O(P OR) r10

« POQUOR) =(P 0OQ) O(P OR) ri1
Purification ethnique (lois de de Morgan)

« 2 (POQ) =(-P)U(~Q r12

« 2 (POQ) =(=-P)U(~Q ri3
Ariel ou Javel (éléments neutres et absorbaats)

e P Ovrai =P ria

o« P Ofaux =faux ris

e P Ovrai =vrai rié

e P Ofaux =P ri7

Les Faussaires

Limplication (=), la disjonction exclusive{) et I'équivalence &) n’existent pas
en SQL. Elles doivent donc étre remplacées paexjgessions équivalentes.

e P=Q=(=-P) 0OQ ris
«ePUOQ=rP UO-Q O(-PUQ rio
«PUOQ=rP 0OQ O-(UQ r20
P -Q=rP 0Q O-(r UQ) r21

10. Pour le sourire de la crémiére, il faudra reiccuta logique ternaire, qui sera examinée a la
section B.4.8.

11. Un peu de culture littéraire et cinématographique

12. Celui-ci est sans doute un peu plus difficile. ibdice :lequel est présumé préserver les
couleurs alors que I'autre les détruit
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Ces tables et ces régles définissent la logli@ire (a deux valeursyai etfaux) ou
cartésienneou encoralu tiers excluNous verrons plus loin que certains aspects du
langage SQL s’appuient également sur une logiqumaite, utilisant trois valeurs :
vrai, faux etinconnu (section B.4.8). La plupart des regles ci-dessisont plus
d’application dans cette logique.

A24.4.6Quantificateurs existentiel et universel

Une proposition peut étre obtenue en remplagantwte des variables d'un
prédicat par une valeur déterminée. Il existe wieananiére de dériver une propo-
sition a partir d'un prédicat : en réduisant ungakde par un quantificateur existen-
tiel (O) ou universel [{l). Si toutes les variables sont réduites, par aasmn de
valeur ou par quantification, alors le prédicatraasforme en une proposition.

Un guantificateur permet de préciser combien d'éléts d’'un certain ensemble
doivent vérifier une propriété (prédicat) déternein®n admet deux valeursous
les élémentsl{) etau moins urélément [J). On pourrait en imaginer d’autres : au
moins 2, exactement 5, pas plus de 8, tous sattlmais les logiciens ne les ont
pas retenués

Soit A un ensemble d’éléments gk) un prédicat de variabbe (p peut inclure
d'autres variables).

a) Quantificateur existentiel ( [)

Le quantificateur existentiel est utilisé comme sui
UalA, p(a)

et se lit :il existe un élémentdeA tel que le prédicat, oux est remplacé pad, est
vérifié, ou, plus simplemeni| existe dans A au moins un élément qui vérdie |
condition (prédicatp.

L'intégrité référentielle pourrait étre spécifiéddde de ce quantificateur : sait
une ligne deCOMMANDE. Il vient :

Ocli] CLIENT, cli.NCLI = c.NCLI

En toute généralité, cette propriété est vraie poutesles lignes d&€OMMANDE :
0 c0 COMMANDE, [cli OCLIENT, cli.NCLI = ¢.NCLI

Expression moins pratique assurément que la cQéeDDL foreign  key !

b) Quantificateur universel ( 0)
Le quantificateur universel est utilisé comme suit
OalA, p(a)

et se lit :pour tout élémend deA, le prédicatp oux est remplacé pad, est vérifie
ou, plus simplementous les éléments devérifient la condition (prédicat). Cette

13. Avec raison puisqu’on peut les exprimer a l'agis constructions classiques, moyennant
'usage de la fonctiofE| donnant la taille de 'ensemkie
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expression, sp ne comporte pas d'autres variables gque manifestement une
valeur de vérité : c’est donc une proposition et plus un prédicat.

A titre d’exemple, on pourrait exprimer le fait gla&ecolonneDATECOM de la
table COMMANDE est obligatoire par la proposition :

0 c OCOMMANDE, c.DATECOM is not null
Ici encore, I'expression est moins concise quettdatation SQlnot null !

Il est possible de transformer un quantificateursdzautre :
Ox, p(x) ==(0x, =p(x))
Ox, p(x) == (0x, =p(x))

La seconde régle est particulierement importantsgpe, s'il existe bien en SQL
une forme correspondant au quantificateur existefgrédicakexists), il n'existe en
revanche rien qui corresponde au quantificatewangel. C'est ce que nous allons
étudier dans la section suivante.

c) Les quantificateurs en SQL

SQL propose la fonctioaxists (et son inverseot exists), dont I'argument est une
expression renvoyant une table, et qui indiquesiiectable est non videre) ou
vide (false). Cette fonction permet de simuler le quantificatexistentiel. En effet,
la forme

select NPRO, LIBELLE
from PRODUIT PRO
where exists ( select *
from DETAIL DET
where NPRO = PRO.NPRO and QCO M > 10);

peut étre interprétée comme la requéte abstraifgrédicaP encapsule la condition
de la seconde claussere ) :

select NPRO, LIBELLE
from PRODUIT PRO
where ODETODETAIL, P(DET,PRO);

SQL ne proposant pas de forme exprimant le quaatéur universel, nous appli-
guerons I'équivalence définie ci-dessus.

Recherchons par exempés commandegui spécifient tous les produitonsi-
dérons une (ligne deJOMMANDE M. Celle-ci est sélectionnée si IBRODUITs
commandés pav et lesPRODUITs forment deux ensembles identiques, c’est-a-dire
si le second ensemble est inclus dans le prémi€u encorey est retenue spour
tout PRODUIT P, P est dans I'ensemble de®ODUITs commandés pav. Appli-
quons 'équivalence

(Ox, p(x)) == (0x, ~p(x))

14. Sachant que le premier est forcément inclus ldasscond.
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Il vient :
la COMMANDE M est retenue B'n’existe pasde PRODUIT P, tel queP n’est pas
dans I'ensemble deSRODUITS commandés pad.

La traduction mot-a-mot de cette formule en SQlpase pas de problémes insur-
montables :

la COMMANDE M est retenue — select NCOM from COMMANDE M
Si, - where
il n’existe pas - not exists
de PRODUIT P, (select * from PRODUIT P
tel que where
P n’est pas dans P.NPRO not in

I'ensemble des PRODUITs
commandés par M.

(select NPRO from DETAIL
where NCOM = M.NCOM));

En rassemblant ces fragments, on obtient (I'ajadésormais inutile, pourrait étre
ignoré) :

select NCOM

from COMMANDE M

where not exists (select *

from PRODUIT P

where P.NPRO not in (select NPRO

from DETAIL
where NCOM = M.NCOM));

La sous-requéte interneelect NPROfrom DETAIL ...) extrait les produits réfé-
rencés par la commande couramtd_a sous-requéte intermédiaireléct * from
PRODUITP ...) définit 'ensemble des produits gMmene référence pas. La requéte
principale ne retient que les commandes pour lékgueet ensemble est vide.

Examinons deux variantes équivalentes. La prensérdéduit de I'observation
que les valeurs dRCOM qui nous intéressent sont toutes présentes daablia
DETAIL. On peut donc réécrire la requéte sous la forme :

select distinct NCOM
from DETAIL M
where not exists (select *
from PRODUIT P
where P.NPRO not in (select NPRO
from DETAIL

where NCOM = M.NCOM));

La seconde exploite la propriété qui veut queasidemblea est inclus dans, et
gueA etB sont de méme taille, alors= B. Considérons les lignes OETAIL rela-
tives a une commande. L'ensemble des valeurreh® de ces lignes représente les
produits commandés. S'il contient autant de valeurd y a de lignes dans la table
PRODUIT, alors cette commande spécifie tous les prodDitspeut alors écrité:

select NCOM
from DETAIL
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group by NCOM
having count(distinct NPRO) = (select count(*) from PRODUIT);

A24.4.7Applications pratiques en SQL

Appliqguons ces regles a quelques exemples conayaten exprimera selon la
syntaxe SQL.

a) Lanégation d'une condition complexe

Considérons d’abord ledients de Toulouse dont le compte est négatifs rensei-
gnements les concernant peuvent étre obtenus panthition composée :

LOCALITE = "Toulouse' and COMPTE <0

Les clients qui ne tombent pas dans cette catégoniecaractérisés par la condition
inverse, soit :

not (LOCALITE = "Toulouse' and COMPTE < 0)
ou encore, par les lois de de Morgan (r12) :

not (LOCALITE = 'Toulouse") or not (COMPTE < 0)
ou, en simplifiant :

LOCALITE <> 'Toulouse' or COMPTE >=0

b) L'opérateur d'implication

L'opérateur d'implication® = Q) est plus délicat a manier, en particulier pame g
sa définition, telle que précisée dans la tableataé de la section B.4.4, ne semble
pas toujours conforme a l'intuitid® qui interpréte I'implication de maniére plus
restrictive. Comme il n’existe en SQL, nous devrtengaduire selon les opérateurs
disponibles. A titre d'illustration, recherchores|clients quis’ils ont un compte
négatif, alors sont aussi de catégorie. BIn peut écrire, dans un S@tendumais
malheureusement fictif :

(COMPTE <0) = (CAT ='B1)

15. Dans cet exemple, le modifiedistinct n'est pas nécessaire. Pourquoi ?

16. Considérons la loi selon laquel&il'pleut, alors la chaussée est mouill¢e = "il pleut’ et
Q= "la chaussée est mouillde On peut affirmer sans risque qukpleut et la chaussée n’est
pas mouillé& décrit une situation qui viole cette loi, d’oln wute généralité P(L1-~ Q = faux.
On en infére, en niant les deux membres de I'égajité—~ (P 0= Q = vrai. Il vient donc, par
application de la régle r12=Q = =~ PLQ D’ou la régle r18, qui perd ainsi tout son
mystere !
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Linterprétation est la suivante : si un clientrmaompte négatif et est de catégorie
B1, alors il est sélectionné; bien que ceci soit maimuitif, on admet aussi que, si
son compte n’est pas négatif, alors il est sélentaquelle que soit sa catégorie. Ou
encore : les clients sont sélectionnés s’ils ontampte non négatif ou s'ils sont de
catégorieB1 (régler18). On peut donc réécrire la condition de sélectiences
clients en SQL pur:

(COMPTE >= 0) or (CAT = 'B1)

c) L'opérateur ou exclusif
Cet opérateur stipule que I'une des conditions @t vérifiee, et une seulement,
ainsi que I'exprime la reglel9 :

P 0 Q=(Q and not P) or (P and not Q)

Recherchons par exemple les clients qui n’ont pasatEgorie ou dont le compte est
négatif (mais pas les deux). On peut écrire :

where ((CAT is null) and (COMPTE >= 0))
or ((CAT is not null) and (COMPTE < 0))

ou encore, selon la régizo :

where ((CAT is null) or (COMPTE < 0))
and not ((CAT is null) and (COMPTE < 0))

d) L'opérateur d’équivalence
L'équivalence # = Q) correspond a une double implicatigh = Q)[((Q = P). Cet
opérateur renvoierai lorsqueP etQ ont méme valeur, soit, selon la regie :

P = Q=(Qand P) or not (P or Q)

Recherchons les clients quai, leur compte est négatif, n'ont pas de catégaeie
inversement, §5 n'ont pas de catégorie, alors leur compte eSgatif Ceux qui
vérifient les deux conditions, ou qui n'en vérifieaucune, sont sélectionnés. En
revanche, ceux qui ne vérifient qu'une seule de amxlitions sont écartés. On
écrira :

where ((COMPTE < 0) and (CAT is null))
or not ((COMPTE < 0) or (CAT is null))

ou encore, selon la régle r13:

where ((COMPTE < 0) and (CAT is null))
or (COMPTE >=0) and (CAT is not null) )
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A24.4.8La logique ternaire de SQL

Bien que le langage SQL soit essentiellement bask $ogique a deux valeuvsai
etfaux1?, certains de ses aspects réclament une troisialeeninconnu, qui se note
unknown. En effet, I'évaluation d'un prédicat, dans unauslewhere par exemple,
sur une ligne particuliére peut renvoyer la valedr, la valeurfaux, mais aussi la
valeurinconnu, signifiant par la qu’il est impossible de décidela valeur estrai ou
faux. Un exemple simple : la conditioDAT ='B1’ renvoie la valeur de vérité
unknown pour le clienD063.

L'un des problémes est que dans certaines ciraoresanconnu signifie soit vrai
soit faux, alors qu’'a d’autres moments, il signifievrai ni faux (voir section 9.12)

Techniqguement, le comportement de la valeconnu est défini par les tables
de vérité des opérateutrs(not), [I (and), O (or), O, =, et = dont le contenu est
donné ci-dessodi inc étant mis pouinconnu :

Pl Q| -P |POQ| PUQ|PUOQ|P=>Q|P=0Q
vrai | vrai faux vrai vrai faux vrai vrai
vrai | faux faux faux vrai vrai faux faux
vrai | inc faux inc vrai inc inc inc
faux | vrai vrai faux vrai vrai vrai faux
faux | faux vrai faux faux faux vrai vrai
faux | inc vrai faux inc inc vrai inc
inc | vrai inc inc vrai inc vrai inc
inc | faux inc faux inc inc inc inc
inc | inc inc inc inc inc inc inc

L'élaboration de cette table est plus simple guyl parait. La valeur de vérité ae

op Q, pour chacun des opérateups se détermine comme suit, lorsquéou Q) est
inconnu : on remplaceP successivement parai, puis parfaux, et on observe les
valeurs résultantes selon la table de la sectidMBSi les résultats de ces deux
expressions sont identiques, on en inscrit la valans le tableau, sinon, on inscrit
inconnu.

Considérons I'expressioh = Q, lorsqueP = vrai et Q = inconnu (3e ligne du
tableau). SQ = vrai, alors I'expression vautai, alors qu’elle vautaux lorsqueQ =
faux. Ces deux résultats étant différents, la valeuwvrde=> inconnu est donc
Inconnu.

17. En particulier par I'hypothése du monde fermé sgjpule que ce qui n’est pasai estfaux.
18. On notera que inconnu = inconnu, ce qui estogiquemais pasntuitif.
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En SQL
Dans ce qui suit, nous utiliserons les dénominatiore, false et unknown
propres a SQL. Découlant de cette logique, SQLgsemun jeu de prédicats
binaires permettant de référencer explicitementtass valeurs ¢ est un
prédicat binaire ou ternaire quelconque) :

- C istrue vauttrue SiC vauttrue, etfalse si C vautfalse ouunknown;
- C isfalse vauttrue SiC vautfalse, etfalse siC vauttrue ouunknown;
- C isunknown Vvauttrue siC vautunknown, etfalse Si C vauttrue oufalse.

Ces prédicats absorbent la valeuknown. Les formes inverseis not true,
is not false etis not unknown sont aussi disponibles.

Par exemple, la conditiofiCAT = 'C2") is true" vaudratrue pour le client
F400, etfalse pour tous les autres, y cCOmpEi863 etK729.

A24 5QUE RETENIR ?

Le contenu d’une table est soit @msemblesoit unmulti-ensemblede lignes. Dans

le premier cas, les lignes sont distinctes et dasecond, certaines lignes peuvent
étre identiques. A partir d'ensembles ou de muldembles, des opérateurs permet-
tent de produire d’autres ensembles. On retiepiagticulier 'union, I'intersection

et ladifférence d’ensembles ou de multi-ensembles. Ces opérabatinsne traduc-
tion directe en SQL.

Plusieurs parties du langage SQL traduisent desemts de la logique. On y
retrouve les notions daroposition (une ligne d’'une table correspond a une propo-
sition), deprédicat (le schéma d’'une une table est la matérialisation prédicat),
d’opérateurs logiquest, ou etnon. D’autres opérateurs logiques sont utiles mais
doivent étre émulés en SQL. Il en est ainsiodwxclusif , de limplication et de
I' équivalence . Des quantificateursxistentiel (O) etuniversel (0), SQL ne permet
d’exprimer directement que le premier. L'usage doosid fait appel a une traduc-
tion basée sur une équivalence. SQL n'obéit paktetment a la logique
traditionnelle, basée sur les deux valeurs deénatit etfaux. Il fait usage en effet
d’'une troisiéme valeurinconnu .

A24.6POUR EN SAVOIR PLUS

Il existe dans le commerce de nombreux ouvragesldgpant les outils mathémati-
ques utiles aux informaticiens. Sans chercher eeeommander un en particulier,
nous suggérons au lecteur d’inclure [Marchand, P@@hs leur prospection.
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A24. 7TEXERCICES

B.1

B.2

B.3

B.4

B.5

Un amateur de biére affirmej'aime les brunes et les légéredn autre
rétorque moi c'est les brunes et légeres que je préfére

Reformuler ces deux assertions sous forme logiquartir des prédicats
suivants :

* jaime(X): jaime la biére X;
* brune(X) : la biere X est brune;
» légere(X) : la biére X est |égere.

Formuler en francais la négation de chacunaffemations suivantes :
 tous les hommes sont mortels
» s'il pleut, la route est mouillée
* situ ne manges pas tes épinards, tu n'aurasepdegsbert
 tout administrateur est responsable pénalement
« il existe des informaticiens qui n’entendent réeta logique
+ toute commande comprend au moins un détail.

On tient pour vraie la proposition suivantgil:ne pleut pas, je n'emporte pas
mon parapluie Quelles sont, parmi les propositions suivarteles qui sont
également vraies ?

» sijemporte mon parapluie, c’est qu’il pleut

* sije n‘'emporte pas mon parapluie, c’est gu'ilpheut pas

* j'emmeéne mon parapluie seulement s'il pleut

* je n'emmeéne pas mon parapluie seulement s'il eatgas

il ne pleut pas seulement si je n"'emporte pas paapluie

* il pleut seulement si jemporte mon parapluie

« il arrive qu'il pleuve et que je n'emporte pas nmaarapluie

* il arrive qu’il pleuve et que jemporte mon paraiel

* il arrive qu’il ne pleuve pas et que je n"'empqus mon parapluie
« il arrive qu'il ne pleuve pas et que j'emporte naarapluie.

Que signifie, dans un langage compréhensitd&ptession courante : "vous
n’'étes pas sans ignorer" ?

Ambiguité du langage naturel! On considére lesssuivants (P. Perret,
L'oiseau dans l'allég:

Papa Ronsard gu’était pas une cloche a fromage
Disait qu'il faut danser quand la musique joue
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Soient les deux proposition3 = "on danse" et M = "la musique joue".
Comment interpréter le second vers :

e D=M.

* M=D.

e D= M

Exprimer les requétes ci-dessous en SQL.

B.6 Rechercher les clients qui, s’ils ont un compigatif, ont passé au moins une
commande. Quelle est la différence avec la regsiéit@nte rechercher les
clients qui ont un compte négatif et ont passé amsrune commande

B.7 On considére comme ci-dessus les clients qglg,®it un compte négatif, ont
passé au moins une commande. Rechercher les eligrgs.

B.8 Rechercher les commandes qui, si elles réfénérdes produits en sapin,
référencent aussi des pointes en acier.

B.9 Rechercher les clients qui ont commandé le pradh60 ou le produitrA45,
mais pas les deux.

B.10 Rechercher les clients qui, s’ils ont commateéproduit PA60, en ont
commandé plus deno unités au total.
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